Muuttujien eliminointi

Toistuvat alilauseet voidaan evaluoida kerran ja niiden arvo
talletetaan kaytettavéksi aina tarvittaessa

Tarkastellaan muuttujien eliminointi -algoritmia lausekkeen
P(Murto | jussikdy, meerikdy) evaluoinnissa:

a P(Murto) Zjﬂ(j) >n P(h | Murto, j) -

M J H
P(jussikdy | h) P(meerikdy | h)
JK MK

Edella on tekijoille otettu lyhennysmerkinnét
Tekija MK, P(meerikdy | h), ei vaadi yli muuttujan MeeriKdy
summaamista, koska arvo meerikdy on kiinnitetty
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fu(Hdlytys) = [P(meerikdy | hdlytys), P(meerikdy | -hdlytys)]T
+ Tekijdlle JK talletetaan samanlainen vektori f; (Hdlytys)

P(jdristys
P(murto) q ¥s)
001 002
Jaristys | P(hdlytys)

True .95

False .94

True .29

. False False .001

fac(Halytys) £, (Halytys)
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« Tekija H on P(h | Murto, J{) ja se vaatii 2x2x2 matriisin

fu(Hdlytys,

urto, Jdris

ys)

« Tekijoiden MK, JK ja H tulosta summataan Halytys pois, jolloin
saadaan yli muuttujien Murto ja Jdristys arvoalueiden kayva 2x2

matriisi

fﬂ,JK,MK(MurTO: Jar‘ISTyS) =
3, fri(h, Murto, Jaristys) x f5(h) x f(h) =
TZS) x fgk(hdlyfys) x f(hdlytys) +

fy

P(murto)
.001

TAMPEREEN TEKNILLINEN YLIOPISTO
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Kahden matriisin pisteittaisen tulon laskeminen
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* Vastaavasti muuttuja Jdristys summataan pois tulosta
f;(Jdristys) x fy 7 w(Murto, Jdristys), jolloin saadaan matriisi

fj,ﬁ,JK,MK(MUM'O) = fJ(JGmeyS) x fﬂlJKIMK(MUrTO, JGI"IS‘l’yS) +
fJ‘("JGmeyS) x fﬂlJK'MK(MUr‘TO, "Jﬂf‘lsfys)

P(murto) @

.001

f3 1.7k m(Murto)
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Lopulta saadaan kyselyn P(Murto | jussikdy, meerikdy) vastaus
o f(Murto) x f3 1 5 m(Murto),

missé f,,(Murto) = P(Murto)

¢ Muuttujien summaamisessa pois voidaan tekijat, jotka eivat riipu

muuttujan arvosta, siirtdd summauksen ulkopuolelle

Kyselyn kannalta irrelevantit tekijat voidaan poistaa

Kysely P(JussiKdy | murto) antaa lauseen, jonka viimeinen tekija
ony, .. . P(meerikdy = mk | Halytys = h), jonka arvo
maaritelman mukaan on 1

¢ Verkon solmut, jotka eivét ole kyselymuuttujan esi-isia tai
havaintomuuttujia ovat kyselyn kannalta irrelevantteja
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« Bayes-verkko on monipuu (polytree), jos kunkin solmuparin valilla
on korkeintaan yksi suuntaamaton polku

» Tarkan paattelyn aika- ja tilavaativuus monipuussa on verkon
koon suhteen lineaarista

« Paattely Bayes-verkossa sisaltéa erikoistapauksenaan
propositiologiikan paattelyn

¢ Nain ollen yleisessé tapauksessa paattely Bayes-verkossa on
NP-kovaa

« Itse asiassa voidaan osoittaa, etta paattely on yhta vaativaa kuin
toteuttavien arvoasetusten lukumaaran laskeminen

¢ Ongelma on aidosti vaikeampi kuin NP-kova, se on #P-kova
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Approksimatiivinen paattely

Koska tarkka paattely on laskennallisesti vaativaa, niin on syyta
tarkastella ratkaisujen approksimointia

Approksimointi perustuu satunnaiseen otantaan tunnetusta
todennakdisyysjakaumasta

» Esim. painottamaton kolikko voidaan mieltéd satunnais-
muuttujaksi Lantti, jonka arvoalue on [kruuna, klaava] ja priori-
todennékoisyys P(Lantti) = [0.5, 0.5]

Otanta tésté jakaumasta vastaa kolikon heittoa,
todennakaisyydella 0.5 tuloksena on kruuna ja
todennakaisyydella 0.5 klaava

Jos satunnaislukugeneraattori, jolta saadaan lukuja vélilta [0, 1],
niin mink& tahansa yhden muuttujan jakaumasta voidaan helposti
tehda otantaa
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P(pilved)
.50

Pilved | P(sataa)

True .80

False .20

Pilved | P(kastelu)

True .10 Kastelu | Sataa | P(mdrkdruoho)
False .50 True | True .99
True | False .90
False | True .90
False | False .00
{'} Onjomsraonan aios. OHI-2550 Tekoly, kevit 2009 2.4.2000

Prioriotanta

« Bayes-verkosta, johon ei liity havaintoja, otantaa voidaan tehdéa
muuttuja kerrallaan topologisessa jarjestyksessa

* Kun vanhempien arvot on arvottu, niin tiedetddn minka
jakauman perusteella otanta lapsessa on tehtava

¢ Kiinnitetdéan esimerkkiverkon solmuille topologinen jarjestys
[Pilved, Kastelu, Sataa, MdrkdRuoho]

1. Vedetaan jakaumasta P(Pilved) = [0.5, 0.5] satunnainen
arvo, esim. True

2.Vedetaan jakaumasta P(Kastelu | pilved) = [0.1, 0.9]
satunnainen arvo, esim. False

3. Vedetaan jakaumasta P(Sataa | pilved) = [0.8, 0.2]
satunnainen arvo, esim. True

4.Vedetaan jakaumasta P(MdrkdRuoho | -kastelu, sataa) =
[0.9, 0.1] satunnainen arvo, esim. True
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» Verkon maaraamasté prioriyhteisjakaumasta nyt vedetty
tapahtuma siis on [True, False, True, True]

Merkitdan todennakdisyyttd, etté prioriotanta vetaa tietyn
tapahtuman Spo(Xq, ..., X,)

¢ Otantamenetelm&n perusteella se on

Toisaalta tdma on tapahtuman todennékdisyys Bayes-verkon
esittamassa yhteisjakaumassa, joten

Spo(X1, w0 X)) = P(Xq, ..., X,)
* Merk. tapahtuman x,, ..., X, frekvenssia Nyo(x;, ..., X,) yhteensa
N:n otospisteen joukossa
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» Tapahtuman otantafrekvenssi konvergoituu rajalla
odotusarvoonsa

limg_ e Npo(X1, - Xp)/N = Spo(Xy, ..., X)) = P(Xq, .\ X))
* Esim. Spo([True, False, True, True]) =0.5x0.9x0.8x0.9 =
0.324, joten kun N on iso, niin odotamme, etta 32.4%
otospisteista on tama tapahtuma

* Menetelméan antama arvio on konsistentti siind mielessa, etta
todennakdisyys on eksakti rajalla

* Osittain maaratyn tapahtuman x;, ..., X, m<n,
todennakdisyydelle saadaan myds konsistentti estimaatti

P(Xy, ) X)) ® Npo(Xq, ..., X )/N
+ Otoksesta arvioitua todennakoisyytta merk. Py.,.()
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Hylkaysotanta

« Ehdollisen todennékaisyyksien P(X | e) arvioimiseksi voitaisiin
kayttaa seuraavaa otantamenetelmaa

1.Vedetaan otos verkon maaradmasta priorijakaumasta
2. Hylatéan kaikki otospisteet, jotka eivat toteuta havaintoja e

3.Arvon Py, (X = x | e) maaraamiseksi lasketaan kuinka
suuressa osassa jaljellejaaneisté otospisteista patee X = x

* Menetelmén antama jakauma P, (X | e) on algoritmin
perusteella
a Npo(X, e) = Nyo(X, e) / Nyo(e)
» Osittain maaratyn tapahtuman todennékdisyyden arviona téma
on konsistentti estimaatti
PiraX | €)= P(X, &) / P(e) = P(X | e)
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Vedetaan 100 otospistettd jakauman P(Sataa | kastelu)
estimoimiseksi

» Saamistamme tapahtumista 73, joilla patee Kastelu = False,
hylataan

« Lopuilla tapahtumilla patee kastelu

» Naista 8:ssa tapauksessa Sataa = True ja 19:ssa False

* Tassa tapauksessa Py, (Sataa | kastelu) = [0.296, 0.704], kun
todellinen jakauma on [0.3, 0.7]

¢ Suurempi otos tuottaa tarkemman estimaatin

 Tn. arvioiden virheen hajonta on suhteessa osamaaraan 1//n,
missa n on otospisteiden lukumaara

¢ Turhaan vedettyjen otospisteiden suuri maara on ongelma:
havaintojen kanssa konsistenttien otospisteiden lukumé&ara
putoaa eksponentiaalisesti ehtomuuttujien Ikm:n kasvaessa
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Painotusotanta

Turhaan hylattavien otospisteiden vetamisen vélttdmiseksi
kiinnitetaén havaintomuuttujien E arvot ja tehdaén otanta vain
muuttujien X ja Y yli

Vedetyt tapahtumat eivat kuitenkaan kaikki oli samanarvoisia

» Tapahtumia painotetaan uskomusarvoilla (likelihood)

» Kuinka uskottavasti tapahtuma vastaa havaintoja mitattuna
havaintomuuttujien ehdollisten todennakdisyyksien tulolla
annettuna niiden vanhemmat

« Intuitiivisesti ajatellen tapahtumille, joissa havaintojen yhdessa

esiintyminen vaikuttaa epauskottavalta, annetaan véhemman

painoarvoa
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* Kyselyyn P(Sataa | kastelu, mdrkédruoho) vastaamiseksi
painoarvo w alustetaan arvoon 1.0

» Vedetaan otos jakaumasta P(Pilved) = [0.5, 0.5], esim. arvo
True

» Koska Kastelu on havaintomuuttuja, jonka arvo on True, niin
painoa péivitetaan w < w x P(kastelu | pilved) = 0.1
* Vedetaan otos jakaumasta P(Sataa | pilved) = [0.8, 0.2], esim.
arvo True
+ MdrkdRuoho on havaintomuuttuja, jonka arvo on True =
w < w x P(mdrkdruoho | kastelu, sataa) = 0.099

* Saatiin siis esimerkki [True, True, True, True] tapauksesta
Sataa = True painoltaan 0.099
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Merkitaan Z={ X} U Y
Otospisteité painottava otanta arpoo kullekin muuttujista Z arvon
annettuna sen vanhempien arvot

+ Vanhemmat(Z,) voi siséltaa niin havainto- kuin piilomuuttujiakin

« Painottava otanta siis ottaa havainnot paremmin huomioon kuin
priorijakauma P(z)

* Toisaalta S, ottaa huomioon vain kunkin muuttujan Z; esi-isiin
lukeutuvat havainnot

« Todellinen posteriorijakauma P(z | e) huomioi kaikki havainnot
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¢ Uskottavuuspainot w korjaavat jakaumien eron
» Olkoon otospiste x muodostunut muuttujien arvoista z ja e, jolloin

koska tulojen muuttajat kattavat kaikki verkon muuttujat
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* Nyt voidaan osoittaa, ettd painotusotannan estimaatit ovat

konsistentteja
Poara(X | €) = a3, Ny(x, vy, e) w(x, y, e)
ra'y, Syx,y, e)w(x,y, e)
=a' 3, P(x,y. e)
= a'P(x, e)
=P(x | e)

 Painotusotanta on tehokas menetelmad, koska kaikki vedetyt
otospisteet hyddynnetéan

¢ Menetelma kuitenkin karsii kun havaintomuuttujien lukumaara
kasvaa, koska useimpien otospisteiden paino on hyvin pieni ja
harvat pisteet dominoivat estimaattia
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MCMC-algoritmi

Markov chain Monte Carlo

Monte Carlo -algoritmi on satunnaisalgoritmi, joka voi tuottaa
vaaran vastauksen pienella todennakdisyydella (vs. Las Vegas -
algoritmi)

Otospisteitd vedetaén tekemallda satunnainen muutos edelliseen
tapahtumaan

Seuraava tila valitaan arpomalla arvo yhdelle ei-havainto-
muuttujista X; ehdollistettuna sen Markov-peitteeseen kuuluvien
muuttujien nykyisilla arvoilla

Solmun Markov-peitteeseen kuuluvat sen vanhemmat, lapset ja
lapsien vanhemmat

¢« MCMC tuottaa satunnaiskulun tila-avaruudessa, jossa havainto-
muuttujien arvoja ei muuteta
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4.2 YKSINKERTAISET PAATOKSET

« Liitetaan tilaan S numeerinen hyotyarvio (utility) U(S), joka kuvaa
tilan saavuttamisen haluttavuutta

» Epéadeterministisen toiminnon A mahdollisia tulostiloja ovat
Tulos;(A), missa i kay yli eri tulosten

¢ Ennen toiminnon A suorittamista sen mahdollisille tuloksille
annetaan todennékoisyydet P(Tulos,(A) | Suorita(A), E), missa
E on agentin havainnot

+ A:n odotettu hyoty (expected utility):

EU(A | E) = ; P(Tulos,(A) | Suorita(A), E) - U(Tulos,(A))
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¢ Maksimaalisen odotetun hyddyn periaate edellyttaa rationaalisen
agentin valitsevan sen toiminnon, jonka odotusarvoinen hy6ty on
suurin

« Jos ideaa haluttaisiin soveltaa toimintojonojen valintaan, niin
kaikki mahdolliset jonot tulisi arvottaa, mik& on kaytanndssa
mahdotonta

« Jos hyotyfunktio heijastaa kaytettya tuloksellisuusmittaa, niin
periaatteen mukaan toimiva agentti saavuttaa parhaan
mahdollisen tuloksen yli mahdollisten toimintaymparistdjen

» Mallinnetaan epadeterministista toimintoa arvonnalla (lottery) L,
jossa mahdollisiin tuloksiin C,, ..., C, liittyvét todennékoisyydet

P1/ s Pn
L =[py, Cii P2, Coi i P Gl
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A > B Agentti preferoi arvontaa A
A ~ B agentille A ja B ovat samanarvoisia
A = B agentti preferoi A:tatai A ja B ovat sille samanarvoisia

« Deterministinen arvonta [1,A]= A

« Preferenssirelaatiolle asetetaan rationaalisuuden nimissa
seuraavat rajoitteet

» Jarjestyvyys: agentin on kyettédva suhtauttamaan mitk&
tahansa kaksi tilaa keskendén, valitsemaan niiden valilta

(A-B)v(B>=A)v (A~B)
* Transitiivisuus:
(A-B)A(B-C)=» (A=0C)
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* Jatkuvuus:

A-B>-C= 3p:[p, A 1-p,C]1~B
« Korvattavuus:
A~B=[p, A 1p,C]~[p, B; 1-p, C]
¢ Monotonisuus:
A-B= (p2q & [p, A 1p,Bl-[q, A 1q, B])
¢ Jaettavuus: Sisakkaiset arvonnat voidaan
todennakdisyyslaskennan saantéjen mukaan purkaa

[p. A: 1-p, [q, B: 1-q, C]] ~ [p, A (1-p)q, B: (1-p)(1-q), C]

¢ Huom.: ei mainintaa hyddyista
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1. Hyotyperiaate:

Jos agentin preferenssit noudattavat edelld olleita aksioomia,
niin on olemassa reaaliarvoinen funktio U s.e.

U(A)>UB)> A>-B
U(A)=UB)&> A~B

2. Odotetun hyddyn maksimoimisen periaate:
Arvonnan hy6ty on

Taten epéadeterministisen toiminnon hydty on kuten aiemmin
esitimme
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Hyo6tyfunktioita

Rahavarat vaikuttaisi suoraviivaiselta hydtymitalta

Agentti preferoi monotonisesti rahaa

* Rahan arvonnoillekin on maarattava toimintamalli

* Olemme voittaneet tietokilpailussa miljoonan

« Tarjolla on kolikonheitto, jossa kruuna tietda kaiken rahan
h&viamista ja klaava puolestaan kolmen miljoonan voittoa

» Onko ainoa rationaalinen valinta odotusarvoltaan puolentoista
miljoonan tarjouksen hyvaksyminen?

Oikeasti kyseesséa onkin varallisuuden (ei voiton) maksimointi
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» Hyddyn aksioomat eivat maaraé yksikasitteista hyotyfunktiota
» Voimme esim. tehda funktiolle U(S) lineaarisen muunnoksen
U'(S) = ky + k' U(S)
(k, on vakio, k, on mielivaltainen positiivinen vakio) ilman, etta
agentin kayttaytyminen muuttuu

¢ Deterministisessa maailmassa, jossa ei ole arvontoja, mika
tahansa monotoninen muunnos sailyttda agentin kaytoksen

« Esim. *J/(U(S))
¢ Hy®étyfunktio on talléin ordinaalinen — se antaa tiloille
jarjestyksen, numeerisilla arvoilla ei ole merkitysta
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¢ Hyotyarvojen skaala kdy parhaasta mahdollisesta palkinnosta u
pahimpaan katastrofiin u.

* Normalisoidulla hyédylld u, = Ojau_= 1

« Aariarvojen viliin jadvan tilan S arvottamiseksi agentti voi verrata
sita standardiarvontaan [p, u_ 1-p, u.]

» Todennakoisyytta p on saadettava kunnes agentin mielesta
standardiarvonta ja S ovat samanarvoisia

« Jos kaytdssa on normalisoidut hyddyt, niin lopullinen p on S:n
hydétyarvo

* Usein hy6tyarvo on monen muuttujan (attribuutin) X = X, ..., X,
arvojen x = [x,, ..., X,] maaradma
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 Tarkastellaan tilannetta, missa muiden arvojen ollessa samat,
attribuutin korkeampi arvo tietd&d myos korkeampaa hyotyfunktion
arvoa

« Jos attribuuttivektoreille x ja y patee x;2 y; V i, niin x dominoi
(aidosti) y:ta

« Jos esim. lentokentan mahdollinen sijoituspaikka S; on halvempi,
tuottaa vdhemman aénisaastetta ja on turvallisempi kuin S,, niin
jalkimmaistéa ei enada tarvitse harkita

¢ Epavarmuuden vallitessa aidot dominointisuhteet ovat
harvinaisempia kuin deterministisessa tapauksessa

« Stokastinen dominanssi on usein kéyttdkelpoinen vertailutapa
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« Jos lentokentan sijoittamiskustannuksen uskotaan olevan
tasaisesti jakautunut vélille

* S;: 2.8 ja 4.8 miljardia euroa
* S,: 3.0 ja 5.2 miljardia euroa

niin kumulatiivisia jakaumia tarkastelemalla havaitaan S;:n
dominoivan stokastisesti S,:ta (koska kustannukset ovat

negatiivisia)
10
todenndkaisyys s

2

5
| | Negatiivinen kust

egartlivinen Kustannus

5 -4 -3 9
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» Kumulatiivinen jakauma on alkuperéisen jakauman integraali
« Olk. tapahtumien A, ja A, jakaumat attribuutille X p,(x) ja p,(x)
+ A, dominoi stokastisesti A,:ta, jos

» Jos
» A, dominoi stokastisesti A,:ta ja
» U(x) on mv. monotonisesti ei-vaheneva hyotyfunktio,
niin A;:n odotusarvoinen hyéty on vahintaéan yhté korkea kuin
A,in
« Jos jokin toiminto on toisen dominoima kaikkien attribuuttien
suhteen, niin se voidaan jattd& huomiotta
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