1. Tapahtumat ja
todenndkdisyys

* Perusjoukko (sample space) 2 on mv.
(mahd. dédreton) joukko

x Q:n alkiot ovat alkeistapauksia ja
niiden osajoukkoa /' C () nimitetddn
tapahtumaksi (event)

% Aina ei olla kiinnostuneita kaikista
potenssijoukon P((2) tapahtumista,
vaan ainoastaan hyvinmaaritellysta
tapahtumien osakokoelmasta

* o-kenttd (0, F) sisdltdd osajoukkojen
kokoelman (o-algebran) 7 C P((2) s.e.
1.0eF
2. EcF=>EcF,missa E=Q\E
3. B1,Ey,---€e F=E UEU---€ F
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* o-kentdn (Q, F) todenndikoisyysmitta
Pr: F — R* on kuvaus s.e.
o 0 < Pr(E) < 1kaikille £ € F
o Pr(Q) =1
o Toisensa poissulkeville tapahtumil-
le £, Eo, ...,
Pr(U; Ei) = 3, Pr(Ey)
* Yhdessa (€2, F, Pr) maarittavat toden-
nikoisyysavaruuden (probability space)

* Useimmiten tarkastelemme diskreettejii
todennékoisyysavaruuksia, joissa {2 on
ddrellinen tai numeroituvasti ddreton

= Talloin kaikkien alkeistapausten w €
() todenndkoisyydet voidaan antaa
ja sallittujen tapahtumien o-algebra
F ="P(Q)
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ESIMERKKEJA

* Yhden nopan heitossa on kuusi mah-
dollista alkeistapausta silmdluvun
mukaan

* Kunkin silmédluvun todennékdoisyys
painottamattomalla nopalla on 1/6

* Alkeistapaukset ovat toisensa pois-
sulkevia, joten niiden todennakoi-
syydet mddrdavat todenndkoisyyden
Pr(P) kaikille £ € P(2)

* Esim. Pr(silmédluku <3) =3-1/6 =
3/6

x Tdméd méadrad perusjoukon tasaisen
todennékoisyysavaruuden, missa
Pr(E) = |E|/6 kaikilla £ C

* Esim. Pr(pariton silmadluku) = 3/6
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* Kahden korkeintaan astetta d olevan
polynomin F'(z) ja G(z) ekviva-
lenssin tarkistaminen voidaan tehda
deterministisesti ©(d?) ajassa muun-
tamalla ne kanoniseen muotoon ja
vertaamalla tekijoiden (kokonaislu-
ku)kertoimia

* Nopeampi satunnaisalgoritmi perus-
tuu huomioon, ettd F'(y) — G(y) =0
kaikilla z = y kun F'(z) = G(x)

* Toisaalta kun F'(z) # G(z), niin poly-
nomilla F'(z) — G(z) on korkeintaan
djuurta

* Jos x valitaan joukosta { 1,...,md },
m € N, niin on vahint. (m — 1)d
mahdollisuutta 10ytdd arvo, jolla

F(z)—G(z) #0
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* Vedetddn siis luku r € {1,...,md}
tasaisen jakauman mukaan

* Lasketaan F'(r) ja G(r) ajassa O(d)
o Jos F(r) = G(r), tulosta "samat"
o Muuten tulosta "eri"
* Vain jos F/(z) # G(z) voi edellinen
menetelmd antaa vddran vastauksen
% Algoritmin virhe on siis yksipuolinen
(one-sided error)
* Virheellinen vastaus annetaan kun r
on polynomin F'(z) — G(z) juuri
% Juuria on korkeintaan d ja arvovaih-
toehtoja md, joten virheen todennakoi-
syys on kork. d/md = 1/m
% Valitsemalla m sopivasti voidaan sda-
tad oikean vastauksen todenn&koi-
syytta:
m = 100 : 99% tai m = 1000 : 99, 9%
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% Ylinumeroituvan R kaikille osajou-
koille ei voida maaritella todennakoi-
syyksid rikkomatta aksioomia

* Useimmiten riittdd Borel-joukkojen
kasittely

% Olk. F suppein R:n o-algebra, joka
sisdltdd kaikki suljetut vilit [a, b],
a,beR

* F:n alkiot ovat Borel-joukot

* Vilin [a, b] todenndkoisyydeksi maa-
ritellddn valin [a, b] N [0, 1] pituus

Pr([a,b]) = min(b, 1) — max(a,0)
* Tama on osavilin [0, 1] tasainen

todenndkoisyysmitta
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81

Yhdisteen todennikdisyys
* Suoraan médritelmien perusteella

Lemma 1.1: Mille tahansa kahdelle tapahtu-
malle £y ja Ey pitee Pr(Ey U Ey) =
PI'(El) + PI‘(EQ) — PI‘(El N E2) .

% Yksinkertainen mutta varsin kdytto-
kelpoinen todenndkoisyyden aksioo-
mien seuraus on

Lemma 1.2 (union bound): Mille tahansa
tapahtumien ddrelliselle tai numeroituvalle
jonolle Ey, Es, . .. piitee

Pr(|JEi| <) Pr(E).
i>1 i>1

* Tdssd tapahtumien ei siis tarvitse olla
toisensa poissulkevia
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Bonferronin epayhtal6t

* Yhdisteen tarkka tn. voidaan ilmaista
kompaktimmin muodossa

Pr(O E) = En:(—n’f“ > Pr|()E;

k=1 |J|=Fk jeJ

% Lakemalla summa vain rajaan ¢ < n
saakka, saadaan vuorotellen yla- ja

alarajoja
% { pariton:
¢ ¢
Pr<U Ei> < (=Y P () B
i=1 k=1 |J|=k jed
* { parillinen:
¢ ¢
Pr<U E) > (=DM P () B
i=1 k=1 |T|=k jeJ
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Riippumattomuus

* Tapahtumat F ja F ovat riippumatto-
mia, joss

Pr(ENF)=Pr(E)-Pr(F)
* Yleistden: tapahtumat E, ..., E}, ovat

toisistaan riippumattomia, joss mille
tahansa osajoukolle / C [1, k]

Pr (ﬂ E) =[] Pr(&)

i€l i€l

% Tapahtuman F todennékoisyys ehdol-
la F, Pr(F) > 0,on

Pr(ENF)

PH(E | F) = 5 s

% Jos Pr(F') > 0, niin F ja I ovat riippu-
mattomia joss Pr(£ | F') = Pr(F£)
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* Toinen mahdollisuus parantaa po-
lynomien ekvivalenssin tunnistami-
sen onnistumistn:d on testata onko
F(r) = G(r) useilla arvoilla r

* Toistai =1,...,k kertaa

o Vedd satunnainenr; € {1,...,md }
o Jos F(r;) # G(r;), tulosta "eri"

x Tulosta "samat"

% Kun luvut r; valitaan takaisinpanol-
la, on jokaisella kierroksella juuren
16ytamistn. kork. 1/m

% Tulos on virheellinen vain kun jokai-
nen k:sta kierroksesta 16ytdd juuren

% Virhetodenndkoisyys on kaikkiaan siis
kork. (1/m)*

x Virhetn. pienenee eksponentiaalisesti
kierrosten lukuméaran suhteen
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% Ilman takaisinpanoa toimiminen pie-
nentdd virheen tn:ttd hieman

* Jos kierroksilla 1,...,j — 1 on loydetty
juuri, niin mahdollisia juuria on enada
d — (j — 1) jaljella kun mahdollisia
valintoja on vield md — (j — 1)

% Olk. tapahtuma [; "kierroksella i
valittu r; on polynomin F'(z) — G(x)
juuri”

)

md— (1)

% Yli kaikkien k < d kierroksen vir-
hetn:ttd rajoittaa

Pr(E; | ExN---NEj_) <

Pr(Eyn--nEy) < ]

IA
N
3~
S~
e
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Kokonaistodenndikdisyys

Lause 1.6: Olk. £+, . .., E,, kokoelma toisen-
sa poissulkevia perusjoukon ) tapahtumia
se. U, E; = Q. Tilloin

Pr(B) = zn:Pr(BﬂEi)

= Y Pr(B|E)Pr(E).
i=1
% Tapahtuman B todennékoisyys voi-
daan siis jakaa osiin

* Ns. viivistetyn valinnan periaate
(principle of deferred decision)

* Jos esim. satunnaisvektorissa 7 =
(ri,...,m,) on komponentteina n
satunnaismuuttujaa r;, niin voi olla
hyodyllista ajatella
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o Jonkin/joidenkin arvojen olevan
kiinnitettyja tietylld hetkelld,

¢ muiden s-muuttujien arvojen
kiinnittdmistd viivdstytettavan ja

o todenndkoisyyksien olevan eh-
dollistettuja kiinnitetyille arvoille

MATRISITULO

* Annettuna kolme bindaristd n x n-
nelidmatriisia A, B ja C, halutaan
tarkkistaa pateeko AB = C

% Suoraviivainen deterministinen algo-
ritmi vaatii ©(n?) ajan ja erikoistu-
neempi n. ©(n*37) ajan

* Valitaan satunnainen vektori ¥ =
(r1,...,m) € {0,1}" tasaisen jakau-
man mukaan
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* Kukin r; voidaan valita riippumat-
tomasti ja tasaisesti joukosta { 0.1 },
silla talloin jokaisella 2™ vektorilla 7
on tn. 27" tulla valituksi

* Lasketaan Br'ja sitten A(B7) sekd Cr*
* Jos A(Bf) # Cr, tulosta "erisuuret”
* Muuten tulosta "yhtdsuuret”

* Tarvitaan kolme matriisin ja vektorin
tuloa, jotka vaativat ©(n?) ajan
* Virhetilanteessa D = AB — C # 0
o Talloin AB7 = Cr implikoi, ettd
Dr=0
¢ Koska D # 0, niin siind on oltava
nollasta poikkeava alkio

¢ Voidaan tarkastella tilannetta,
jossa tuo alkio on d;;
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o Koska D7 = (), niin

n n
E dlj""j =dyr1 + E dlej =0
= j=2
¢ Toisin ilmaisten

n
= 2o dijT;
dll

T =

¢ Valitaan nyt 7:n komponenttiarvot
riippumattomasti ja satunnaisesti
jarjestyksessd ry,, ...,

¢ Juuri ennen arvon rq kiinnitta-
mistd yo. kaavan oikean puolen
s-muuttujien arvot on kiinnitetty

¢ Kork. toinen r;:n mahdollisista
arvoista voi toteuttaa yhtalon

¢ Tdmdn ja samalla ekvivalenssin
AB7 = Cr'tn. on kork. 1/2
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* Edellisen perusteella siis

Lause 1.4: Jos AB # C ja kun 7" on valittu
tasaisen jakauman mukaan joukosta { 0,1 }",
niin

Pr(AB7 = Cr) <

DO | =

% Algoritmin virhe on yksipuolinen =-
oikean vastauksen tn:ttd voidaan
parantaa toistamalla sitd useilla sa-
tunnaisilla 7

x Takaisinpanolla valitut k& vektoria
pudottavat virhetn:n arvoon 2%
mutt’eivit kasvata ajoaikaa kuin
luokkaan ©(kn?)

% Virhetn. voidaan painaa mielivaltai-
sen alas algoritmin asymptoottisen
aikavaativuuden kasvamatta
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Bayesin sddnto

Lause 1.7: Olk. Ey, . .., E,, toisensa poissul-
kevia. Tilloin
Pr(E; N B)
- Pr(B)

Pr(B | E;) Pr(E;)
> Pr(B | E;) Pr(E;)

Pr(E; | B) =

* Sdannolld usein péivitetddn usko-
muksia, uusien havaintojen jalkeen

o Pr(FEj;) on teorian FE; a priori -tn.,
uskomme siihen ennen havaintoja

o Pr(B | E;) mittaa kuinka hyvin
E; "selittda" havainnon B

o Pr(FE; | B) on teorian Ej; a poste-
riori -tn., uskomme siithen havain-
tojen B jdlkeen
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% Annettuna 3 kolikkoa, joista 2 tiede-
tddn olevan tasapainoisia ja 1 paino-
tettu s.e. kruunan tn. on 2/3

* Heitetddn mv. jarjestyksessd olevia
kolikkoja tuloksena
B = (1: kruuna, 2: kruuna, 3: klaava)

* Miki on tn., ettd ensimmaéinen kolik-
ko on painotettu?

* Olk. E; = "is kolikko on painotettu”
* Pr(Ey) = Pr(E;) = Pr(E3) = 1
* Pr(B| Ey)=Pr(B| Ey) =222 =1

>

2 2 3 12

Ei|B) = Py(B|E1)P(E1)

Pr(
Pr(B\Eg,):l-l-l: 1
Pr( T, P(BIE)P(E;)

>+

(S]]

* Havainnon perusteella tn., ettd 1.

kolikko on painotettu kasvaa y — 2
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Minimileikkausalgoritmi

* Tarkastellaan yhtendistd, suunta-
matonta moniverkkoa (multigraph)
G = (V. E), jossa on n solmua

* Moniverkossa voi olla useita kaaria
kahden solmun valilla

x Verkon G leikkaus on joukko kaaria
C C FE, joiden poistaminen johtaa
sithen ettd (V, E \ C) ei ole enda
yhtendinen

* Minimileikkaus on pienimmaéan méadran
kaaria sisdltava leikkaus

* Tarkastelemme yksinkertaista satun-
naisalgoritmia minimileikkauksen
16ytamiseksi
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* Toista: valitse kaari satunnaisesti (ta-
saisen jakauman mukaan) ja yhdista
solmut, jotka kaari yhdistdd

Rajoitamme (alhaalta) todennakoi-
syyden, ettei yhtdan C'n kaarista va-
lita solmujen yhdistdmisessd, jolloin

« Jos kahden solmun vilills on useita lopulta jéljelle jaavit kaaret olisivat

kaaria, niin ne kaikki sailytetian tasmalleen leikkauksen C' muodosta-

vat kaaret
% Yhdistettavien solmujen viéliset kaa-
% Olk. tapahtuma F;, 1 < ¢ < n —2,

ret puolestaan héavitetddn; verkossa
"askelessa i ei valita C:hen kuuluvaa

ei ole silmukoita solmusta itseensa

kaarta"
* Kahden solmun yhdistdminen pie-

nentdd G:n solmujen lukumééria * Ensimmaiselld kierroksella toden-
yhdelld nakoisyys, ettd satunnaisesti va-
littu kaari kuuluu C:hen on kor-
keintaan k/(nk/2) = 2/n, joten

Pr(E1)>1-2/n

* Keskeinen havainto: solmujen yh-
distdminen ei pienennd minimileik-
kauksen kokoa

o Miki tahansa muutetun verkon * Jos E4 toteutuu, niin 2. kierroksella

onjdljelld vahintdan k(n—1)/2 kaarta,

leikkaus on my6s alkuperdisen _
joten Pr(Ey | E1) > 1—-2/(n—1)

verkon leikkaus
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* Kierroksella i solmuja on jéljella n —i+1

* Solmujen yhdistdmistd jatketaan ja kaaria siten vahintddn k(n — i+ 1)/2.

kunnes jéljelld on end4 kaksi solmua Niin ollen

2

* Niiden viliset kaaret ovat siis verkon
(i leikkaus (ei kuitenkaan valttamatta

minimaalinen) * Tapahtumien leikkauksen todenn&koi-

e syydelle pdtee laskusdanto
* Olk. £ minimileikkauksen koko

Pr(nf_,E;) = Pr(E;)-Pr(BE; | Ey)

% Kiinnitetddn jokin minimileikkaus C'
- Pr(By | NN E))

* Verkossa G on oltava vahintdan kn /2

kaarta, sillda muuten siind on solmu, « Nyt voimme laskea tnun, ettei yhtaan

jonka aste on vahemmén kuin . C'n kaarta valita algoritmissa:

Pr(ﬁEl) > ﬁ (1 - %M)

- ()E)-0

n(n —1)
34

% Talldin solmuun liittyvét kaaret oli-
sivat leikkaus, jossa on vihemman
kuin £ kaarta.
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* Yksittdisen (mahdollisesti ainoan)
minimileikkauksen 16ytymistn. siis
on suurempi kuin 2/n?, mutta algo-
ritmin tulostama leikkaus ei valtta-
mattd ole minimaalinen

x (L+4)" <et vt,neR*
*x 1l—x<e™®

* Toistamalla minimileikkausalgorit-
mia (n — 1)nlnn kertaa saadaan
todennékoisyydeksi, ettei minimi-
leikkausta 16ydy yhdelldkdan suori-
tuksista, korkeintaan

n(n—1)lnn
1 2 < 6_2 Inn
n(n—1) -
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* Riippumattomin toistoin epdonnistu-
misen todenndkoisyyttd saatiin pie-
nennettyd huomattavasti (ajankdyton
kustannuksella)

% Algoritmilta voi kuitenkin edelleen
jadda minimileikkaus loytamatta

* Dederministiset (verkon vuohon
perustuvat) algoritmit ovat yleensa
huomattavasti monimutkaisempia

% Edelld esitetyn algoritmin variantin
odotusarvoinen aikavaativuus on
huomattavasti pienempi kuin par-
haan vuohon perustuvan algoritmin
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