2. Diskreetit
satunnaismuuttujat ja

odotusarvo

* Todenndkoisyysavaruuden (2, F, Pr)
satunnaismuuttuja X on kuvaus
X:Q — R, s.e kaikillea € R

{weQ| X(w)<a}eF

* Yleensd s-muuttujan argumentti ja-
tetdan merkitsemittd, koska se vas-
taa aina yhtd tn-avaruuden koetta:
Pr(X < a)

* Diskreetti s-muuttuja on funktio, jonka
arvojoukko on &édrellinen tai numeroi-
tuva R osajoukko

*x Yleisimmin olemme kiinnostuneita
kokonailukuarvoisista diskreeteista

satunnaismuuttujista
37

% Kahden nopan heitossa on 36 yhti to-
dennékoistd (toisensa poissulkevaa)
alkeistapausta

* Useimmiten ollaan kuitenkin kiin-
nostuneita silmdlukujen summaa
vastaavasta diskreetistd s-muuttujasta
7 ,jolla on 11 mahdollista arvoa

* Bsim. Pr(Z =4) = 3 = 75, silld
alkeistapauksista (1, 3), (2,2),(3,1)

johtavat summaan 4

* S-muuttujat Xy, ..., X}, ovat toisis-
taan riippumattomia joss milld ta-
hansa / C [1, k] ja kaikilla z;. ...,z

Pr (ﬂ X; = :1?1> = HPT<X1‘ = x;)

i€l i€l
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ODOTUSARVO

* S-muuttuujaa kuvaava arvo on odo-
tusarvo, joka on tn:lld painotettu kes-
kiarvo sen saamista arvoista

* Diskreetin s-muuttujan X odotusarvo
on E[X] = ) aPr(X =x), missa
summaus kdy yli X arvojoukon

* Jossumma ) |z|Pr(X = z) suppenee,
niin E [X] on &dérellinen, muuten merk.
E[X] =

* BE[Z] =24 +32 +45 +- - +125: =7

% Olk. Y diskreetti s-muuttuja, joka saa
arvon 2° tn:114 2 ¢ kaikillai = 1,2, ...

E[Y]:i?% :ilzoo
i=1 =1
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Lause 2.1 (odotusarvon lineaarisuus):

Olk. X1,...,X,, ddrellinen mddrid mo. dis-

kreetteji s-muuttujia, joilla on direlliset

odotusarvot. Tilloin
> x| -
i=1 7

Todistus. Summaukset seuraavassa ovat

n

E

E[X].

yli s-muuttujien arvoalueiden.
E[X +Y]
= D D G+HPr((X =i)n (Y =)
(]

= ZiZPr((X =) Ny =j))
£ IYP((X =N (¥ =)
Koska 1. summassa j kdy yli Yn ar-
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voalueen, niin kokonaistn.:n (lause 1.6)

perusteella
= ) iPr(X =i)+ > jPr(Y =
i J
— E[X]+E[Y].

Todistuksen loppuunsaattamiseksi voi-
daan kayttda induktiota. O

* Lineaarisuus helpottaa odotusarvon
laskemista oleellisesti

* S-muuttujien ei tarvitse olla riippu-
mattomia

* Numeroituvasti ddrettdmissa sum-
mauksissa odotusarvon lineaarisuus
pétee esim. kun > E[|X;|] sup-
penee ja odotusarvot E [X;]| ovat
darellisia

41

Lemma 2.2: Mille tahansa vakiolle c ja
diskreetille s-muuttujalle X piitee

E [cX] = cE[X].

Todistus. Tapaus ¢ = 0 on selva. Olk. nyt
c#0

E[cX] = ZjPr(cX: )
= cZ(j/c)Pr(X=j/c)
= ¢> kPr(X =k)
k

= cE[X]
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JENSENIN EPAYHTALO
* Yleisesti pitee E [X?] > (E [X])?

x Tarkastellaan ei-negatiivista s-muuttujaa
Y = (X — E[X])?, jonka odotusarvo
myds on ei-negatiivinen

% Odotusarvon lineaarisuutta ja lem-
maa 2.2 kdyttden:

E[(X - E[X])’]
E [X2 —2XE[X] + (E[X])?]
= E[X?] -2E] XE[ I+ (E[X])*
E[X?] - ]) +(E[X])?
E[x?] - )2
* Se, ettd E [X?] > (E[X])? on erikois-
tapaus Jensenin epayhtalosta
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% Funktio f: R — R on konveksi, jos
kaikilla z1,z2 € Rja 0 < A <1 pétee

fOzr+ (1= Nz2) < Af(z1) + (1= A)f(22)

Lemma 2.3: Kahdesti derivoituva funktio f on
konveksi jos ja vain jos " (x) > 0 V.

Konveksi joukko Ei-konveksi joukko

A(w)+(1- A)f(u)

fAw+(1- A)u)

Aidosti konveksi funktio Konveksi funktio



* Reaalifunktion f(z), joka on n + 1
kertaa derivoituva, Taylor-kehitelmii
(expansion) pisteessd z = a on

f(n+1) (C) n+1
+ 1) (x —a)",
missd f*)(x) on fin ks derivaatta ja
c € [z,a
* Merk. yp = E [X]
* Kahdesti derivoituvalle konveksille
ftiolle f pétee siis, ettd on olemassa c s.e.

2

Lause 2.4 (Jensenin epdyhtald): Jos f on
konveksi funktio, niin

E[f(X)] = F(E[X]).

Todistus. Oletetaan, ettd f:11d on Taylor-
kehitelma. Taten siis

fX) > f(w) + f(p)(X — ).

Ottamalla odotusarvo epayhtdlon mo-
lemmista puolista, soveltamalla odo-
tusarvon lineaarisuutta ja lemmaa 2.2
saadaan haluttu tulos.

Ef(X)] = E[f(u)+ [ (1)(X —p)
= E[f(w]+ £ (n)(EX] - p)
= E[f(W] = f(p) = FE[X])
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| SO0 = w2

BINOMIJAKAUMA

% Satunnaismuuttuja Y noudattaa
Bernoulli-jakaumaa parametrilla p jos

Pr(Y =1)=pjaPr(Y =0)=1—p

*EY]|=1-p+0-(1-p)=0p
% Bernoullijakaumaa noudattava s-
muuttuja on indikaattori(muuttuja), jolla

ilmaistaan kokeen onnistumista ja epa-
onnistumista

* Esim. kolikonheitto

* Jos haluamme tutkia onnistumisten
lkm:d4 n:ssd riippumattomassa kokees-
sa, joissa kussakin onnistumistn. on p,
niin turvaudumme parametrein n ja p
binomijakautuneeseen s-muuttujaan X,
merk. X ~ B(n,p)
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* X ~ B(n,p)joskaikillaj =0,1,...,n

n

Pr(X =j) = <j>pj(1 —p)"I

* Olk. X ~ B(n,p), eli X on onnistu-
misten lkm. n:ssd riippumattomassa
kokeessa, joissa kussakin onnistu-
mistn. on p

* Odotusarvon E [X] maadraamiseksi
otetaan indikaattorit, X1,..., X, s.e.
X; = 1jos koe 7 on onnistunut

x Kaikillai =1,....m E[X;] =p
* X =5" X, joten

n

ZX] :ZE[Xi] = np

E[X]=E
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EHDOLLINEN ODOTUSARVO

EY | Z=2= ZyPI Z =z,

missd summaus kdy yli Yn arvoalueen

% Olk. X ja X riippumattomien no-
panheittojen tulokset ja X = X; + X»

*EX [ X =4=1"2-1=

wie &

*E[X) | X=4=13+2-3+3-2 =2

Lemma 2.5: Kaikille s-muuttujille X ja Y’
pitee

Z Pr(Y E[X |Y =]
jos odotusarvot ovat olemassa.
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% Lineaarisuus péatee myds ehdollisille
odotusarvoille

Lemma 2.6: Olk. X+,...,X,, ddrellinen
kokoelma s-muuttujia, joilla on ddrelliset
odotusarvot, ja Y mv. s-muuttuja. Tilloin

1=1

% Ehdollinen odotusarvo on my0s satun-
naismuuttuja E [} | Z], jonka arvo on
EY|Z=zkunZ =z

:ZE[XHY:M-

* E[Y | Z] onsiis Z:n funktio

* Perusjoukon ) s-muuttujat Y ja Z
ovat funktioita 2 — R

*E[Y|Z]:Q—RseE[Y|Z](w) =
E[Y | Z = Z(w)] kaikillaw €
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% Olk. X ja X, riippumattomien no-
panheittojen tuloksetja X = X; + X5

EX[X)] = > aPr(X =z]|X))

x Koska E[Y | Z] on s-muuttuja, niin
voidaan tarkastella sen odotusarvoa
EE[Y | Z]]

E[E[X|X1HE[X1+ ] —7=E[X]

* Tdamad pétee yleisesti:

Lause 2.7 E[Y] = E[E[Y | Z]].
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HAARAUTUVAT PROSESSIT
(branching processes)

* Ohjelmasta kutsutaan prosessia S yh-
den kerran

% Jokainen S:n kutsu luo uusia prosessin
kopioita

% Oletetaan S:n luomien kopioiden Ikm:n
olevan jakautunut B(n, p)

*x Mikd on kdynnistettyjen prosessien
lukumddran odotusarvo?

% OIk. Y; prosessien lkm sukupolvessa i
* Yyp=1jaY; ~ B(n,p),joten E [Y1] = np
* Kiinnitetddan nyt ¢

% Olk. Z;, sukupolven i — 1 prosessin

numero k jalkeldisten Ikm; Z;, ~ B(n,p)
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EY;|Yi1=vi1]

Yi—1
Z Zi | Yic1 = yi—l]
k=1
Yi—1
— ZjPr(Z Zr=3|Yie1 = yi—l)

§>0 k=1

= E

* Kukin 7, on riippumaton binomija-
kautunut s-muuttuja, erityisesti 7, ei
riipu muuttujasta Y; 1, joten

Yi—1
= ZjPr(Z Z j)
7=>0 k=1
Yi—1

Sz

k=1

= E

* Lauseen 2.7 perusteella
EY] = E[E[Y;|Yi]
E[Y; 1np]
= npE[Y; ]
* Koska Yy = 1, saadaan induktiolla
E[Y]] = (np)’

* Kaikkiaan prosessin S kopioita siis
odotusarvoisesti kdynnistetdan

E|Y v =3 BM =3 )

i>0 i>0 i>0

% Vain jos kukin prosessi luo odotusar-
voisesti alle yhden uuden prosessin
kopion (np < 1) on kokonaisméaaran
odotusarvo dédrellinen (1/(1 — np))
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GEOMETRINEN JAKAUMA

* Kokeen onnistumistn. on p. Suorite-
taan kokeita kunnes saavutetaan 1. on-
nistuminen. T&ssi tilanteessa vallitsee
geometrinen jakauma

* Esim. heitetddn kolikkoa kunnes saa-
daan ensimméinen kruuna

* S-muuttuja X noudattaa geometrista
jakaumaa parametrilla p, merk. X ~
Geom(p), jos

Pr(X =n)=01-p)"'p, n=1,2,...

* Geometrinen s-muuttuja on muistiton:
onnistumistn.:een tdstd eteenpdin ei
vaikuta aiempien epdonnistumisten
lkm

Lemma 2.8: Olk. X geometrisesti parametrilla
p jakautunut ja n > 0. Talloin

Pr(X =n+k|X>k)=Pr(X =n).
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Lemma 2.9: Olk. X diskreetti geometrisesti
parametrilla p jakautunut s-muuttuja, joka saa
vain ei-negatiivisia arvoja. Tilldin

E[X]:iPr(XZi).

xSt =zF/(1—-z)kun0 <z <1

* Geometrisella s-muuttujalla X siis

o

Pr(X >i) = Z(l _p)"*lp =(1 _p)z‘ﬂ

n=1t
* Josta seuraa, kun X saa vain ei-
negatiivisia arvoja

BIY] = Y Pr(X=0)=3 (1-p)""



% Olk. Y indikaattori parametrilla p
("ensimmadinen heitto on kruuna")

* Lemman 2.5 perusteella E [ X|

= Pr(Y=0E[X |Y =0]
+Pr(Y=1)E[X |Y =1]
= (1-pEX|Y =0]+pE[X |Y =1]
* Kun Y = 1 niin X = 1, joten
EX|Y=1=1
* KunY =0, niin X > 1

% Olk. 7 vield tarvittavien heittojen
Ikm, siis ilman ensimmadistd aina
sithen asti kunnes ensimmaéinen
kruuna saadaan
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* Odotusarvon lineaarisuuden perus-
teella

EX] = (1 pE[Z+1]+p-1
= (1-pE[Z]+1

* Muistittomuuden perusteella myos
Z ~ Geom(p)

% Koska X:lld ja Z:lla on sama jakauma,
niin E [7] = E[X]

EX]=(1-pE[X]+1
x Téten siis

E[X]:%
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KUPONGINKERAAJAN ONGELMA

x Kukin muropaketti sisdltdd yhden
n:std mahdollisesta kupongista

* Paketin sisdltama kuponki jakautu-
nut riippumattomasti ja tasaisesti

* Tavoitteena on kerata kaikki n erilais-
ta kuponkia

*x Montako pakettia on ostettava kaik-
kien kuponkien kerdamiseksi?

% Olk. X ostettujen pakettien lkm
kunnes kaikkia kuponkeja on ainakin

yksi kpl

% Olk. X; on ostettujen pakettien lkm
kun erilaisia kuponkeja on saatu
tasmalleen ¢ — 1

* Nth = Z’?:l Xl
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* Kukin X; ~ Geom(p;), silld kuni — 1
kuponkia on 16ydetty, niin uuden
kupongin 16ytamistn. on

1—1
n

pi=1-

* Saamme odotusarvon

1 n
EX)|=—=——"7—
[Xi] pi n—i+1

* Kaikkiaan siis

E[X] = E

"1
- Zn—z+1 2::;

=1
*x H(n) =" ,(1/i) on n:s harmoninen
luku; H(n) =Inn + ©(1)

*x Siis E[X] =nlon+ O(n)
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PIKAJARJESTAMINEN (Quicksort)
Syote: Lista S = {x1,....z, } tdysin
jarjestetyn joukon erillisid alkioita.
Tulos: S alkiot jdrjestettyna.
1. Jos S:ssd on 0 tai 1 alkiota, palauta S.

2. Valitse yksi S:n alkio z jakoalkioksi
(pivot).
3. Vertaa S:n muita alkioita z:dédn ja jaa
ne kahteen listaan:
(a) Listan S; alkiot ovat pienempia
kuin z;
(b) Listan S, alkiot ovat suurempia
kuin z.

4. Pikajdrjestd S ja S, rekursiivisesti.

5. Palauta lista S1, z, S-.
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% Pahimmillaan —kun esim. aina vali-
taa suurin tai pienin alkio jakoalkiok-
si— pikajérjestiminen vaatii Q(n?)
vertailua

* Parhaimmillaan taas molempien
listojen S ja Sy pituus on kork. [n/2],
jolloin tarvittavien vertailujen méaara
C'(n) saadaan rekursioepdyhtalosta

C(n) <2C([n/2]) +6(n)

* Ratkaisu C(n) = O(nlogn) on vertai-
luihin perustuvan jdrjestamisalgorit-
min paras mahdollinen

% Valitaan nyt jakoalkio = satunnai-
sesti riippumattomasti ja tasaisen
jakauman mukaan S:n alkioista
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% Olk. S:n alkiot suuruusjdrjestyksessa
Yi,---3Yn

% Olk. X;;, 1 < j, indikaattori, jonka
arvo on 1, jos jdrjestaimisen aikana
alkioita y; ja y; verrataan

* Alkioparia ei verrata kahdesti, joten
vertailujen kokonaismédara X on

n—1 n
X=> > Xy
i=1 j=i+1

BlX] =Y 3 EIX,]
i=1 j=i+1

= Riittdd siis saada selville tn. sille, ettd
alkioita y; ja y; verrataan algoritmissa
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* Alkioita y; ja y; verrataan algorit-
missa, joss jompikumpi valitaan en-
simmaiseksi jakoalkioksi joukosta
Y ={yp...,y; }

* Muuten joukosta valittu ensimmai-
nen jakoalkio heittdd y;m ja y;m eri
listoihin eikd niitd endd voida verrata

% Joukossa Y¥ on j — i + 1 alkiota,

joista kahden valinta johtaa alkioiden
vertailuun

* Jakoalkio vedetddn tasaisella jakau-
malla, joten

2

[Xi5] r(Xi; ) J—i+1
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= 2nlnn + O(n)
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% Deterministiselldkin jakoalkion va-
linnalla (esim. tarkasteltavan listan
ensimmadinen alkio) pikajarjesta-
misen odotusarvoisesti vaatimien
vertailujen Ikm on 2nlnn + O(n)

* Talld kertaa satunnaistetaan syotelis-
tan S alkioiden jédrjestys tasaisesti

% Analyysi on jokseenkin sama kuin
satunnaisen pikajdrjestimisen

% Alkioita y; ja y; verrataan algorit-
missa vain jos toinen valitaan 1.
jakoalkioksi joukosta Y%/

* Satunnaisessa jdrjestyksessd olevassa
listassa kullakin alkiolla on sama tn.
olla ensimmaisena
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