3. Momentit ja poikkeamat

* Aloitamme hantidjakauman (tail distri-
bution) rajoittamiskeinojen tarkaste-
lun

* Héntdjakaumalla mitataan (epa-) to-
denndkoisyyttd, ettd s-muuttuja saa

kaukana odotusarvostaan olevia arvo-

Ja

* Ndin voidaan todeta satunnaisalgorit-
min toimivan oikein "suurella toden-

nakoisyydelld"

* Markovin epiyhtilo on heikko, mutta
paras mahdollinen raja, joka voidaan
saavuttaa, kun tiedetdin vain, etti
s-muuttuja

¢ saa ei-negatiivisia arvoja ja

¢ sen odotusarvolla on tietty arvo
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Markovin epiyhtilo

Lause 3.1: Olk. X vain ei-negatiivisia arvoja
saava satunnaismuuttuja. Kaikilla a € R

E[X]

Pr(X >a) <

Todistus. Olk. arvolla a > 0 indikaattori
I s.e.

s 1, kunX >a
0, muuten.

Indikaattorin I odotusarvo on
E[l]=Pr(I=1)=Pr(X > a).
Koska X > 0, niin / < X/a. Téten

Pr(X > a) = B[I] < E[q _ EE‘LX].

a
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* Hantdjakauman rajoituksena ilmais-
ten Markovin epédyhtdld on

Pr(X > kE[X]) <

e

= Heitetddn tasapainoista kolikkoa n
kertaa

* Mikd on tn., ettd tulee ainakin 3n/4
kruunaa?

x Olk. X kruunien lkm; X > 0 ja
E[X] =n/2

* Markovin epdyhtdlod soveltaen

Pr(XZ%) = Pr(XZ

2

3

N W

E[X])

IN
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Momentit ja varianssi

* S-muuttujan X k:s momentti on
E[X*]

* Jos odotusarvon lisdksi tunnetaan toi-
nenkin momentti (E[X?]), voidaan
laskea varianssi ja (keski)hajonta

* Xm varianssi on (vrt. kalvo 43)
Var[X] = E[(X —E[X])’]
= E[X?] - (E[X])”
* X' (keski)hajonta (standard devia-
tion) o[ X on varianssin neliéjuuri:
o|X] = +/Var|z]

% Varianssi ja hajonta kuvaavat ja-
kauman keskittymistd odotusarvon
laheisyyteen
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% Kahden s-muuttujan X ja Y’
kovarianssi on

Cov(X,Y) = E[(X - E[X])(Y - E[Y])]

Lause 3.2: Mielivaltaisille s-muuttujille X
ja'Y pitee Var[X + Y] =

Var[X] + Var[Y]| +2Cov(X,Y).
Todistus.

Var[X + Y]
= E[(X+Y —E[X +Y])?
~ E[(X +Y —E[X] ~E[Y))]
= E[(X -E[X])’ + (Y - E[Y))*
+2(X - E[X])(Y - E[Y])]
= Var[X]| + Var[Y] +2Cov(X,Y).

O
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Lause 3.3: Riippumattomille s-muuttujille X
jaY pitee E[XY] = E[X]|E[Y].

% Toisin kuin odotusarvon lineaarisuus,
joka pédtee myos toisistaan riippuvil-
le s-muuttuijille, lause 3.3 edellyttaa
riippumattomuutta

% Jos esim. Y ja Z saavat arvonsa riippu-
mattomien kolikon heittojen tuloksena
s.e. arvo on 1 kun tulee kruuna ja 0
muuten, niin E[Y] = E[Z] = 1/2ja
Pr(YZ=1)=1/4

* Siis E[YZ] = E[Y]E[Z]

* Toisiinsa kytkettyjen kolikkojen heitos-
sa molemmilla saadaan joko kruuna
tai klaava

* Edelleen E[Y] = E[Z] = 1/2, mutta
nyt Pr(YZ = 1) = 1/2, joten
ElYZ| #E[Y|E[Z]
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Korollaari 3.4: Riippumattomille s-muuttujille
X jaY pitevit Cov(X,Y) =0ja
Var|X + Y] = Var[X] + Var[Y].

Todistus. Koska X ja Y ovat riippumatto-

mia, niin myos X — E[X]ja Y — E[Y] ovat.

Téaten

Cov(X,Y) = E[X -EX])(Y -E[Y])]
= E[X -E[X]|E]Y - E[Y]].

Lineaarisuuden perusteella E[Z — E[Z]| =

E[Z] — E[E[Z]] = 0, joten ensimmdinen

viite seuraa. Jalkimmadinen viite seuraa
nyt lauseen 3.2 perusteella. O

Lause 3.5: Olk. X1, ..., X, toisistaan riippu-
mattomia s-muuttujia. Tilloin

Var [Zn: Xi] = zn:Var[Xi} .

i=1

* Olk. indikaattori X; ~ Bernoulli(p),
joten E[X;] =p

Var(X;] = E[(X;-E[X;])’]
= D _Pr(X; =) (j — EB[Xi])?
= p(1—p)2+(1-p)(—p)?

= p-p°
= p(1—p)
% Olk. nyt X riippumattomien téllais-
ten indikaattorien summa
* Ts. X ~ B(n,p)

* Korollaarin 3.4 (yleistyksen) perus-
teella

Var[X] = np(1 - p)
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TSebysevin epiyhtilo

Lause 3.6: Kaikilla a > ()

Pr(|X — E[X]| >a) <

Var[X]

a?

Todistus. Huomataan ensin, ettd

Pr(|X — E[X]|
Pr((X —

Koska s-muuttuja (X — E[X])? on ei-
negatiivinen, voimme soveltaa siihen

Markovin epayhtaloa:
Pr((X — E[X])* > a*
B[(X - E[ )?] _ Var[X]
- a? e
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Korollaari 3.7: Kaikilla t > 1
1,
Pr(|X —E[X]| > to[X]) < -5ja
Var|X]|
_ > < .
Pr(lX - BIX]| > BX) < poro

* T8ebysevin (Chebyshev) epayhtalo
on parempi raja hantatodennakoi-
syydelle kuin Markovin epéyhtalo,
mutta vaatii varianssin tuntemista

* Markovin epdyhtdlon perusteella tn.,
ettd n:ssd kolikonheitossa saadaan

>a) =
E[X

)*

> a?).

3n/4 kruunaa on kork. 2/3

* Yhden heiton kruunaindikaattorille
X, pitee E[X?| =

x Téaten

Var[X|]

:E[Xﬂ _
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E[X

il

=1/2

* Kruunien kokonaisméiarda X =
>, X; on riippumattomien s-
muuttujien summa, joten lauseen
3.5 perusteella Var[X| =n/4

x TSebySevin epdyhtdlon perusteella

Pr(X >3n/4) < Pr(|X —-E[X]|>n/4)
Var|X]
(n/4)?
n/4
(n/4)?
= 4/n

IA

* Rajaa voidaan vield tiukentaa, silla
TSebysevin epdyhtalolla ylla arvioi-
daan tn:id X <n/4ja X > 3n/4

* Symmetrian perusteella
Pr(X >3n/4) <2/n
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KUPONGINKERAAJAN ONGELMA
(JATKOA)

* Alemmin totesimme, ettd kaikkien n:n
erilaisen kupongin saamiseksi tarvitta-
vien pakettien Ikm:n X odotusarvo on
nH(n)

* Markovin epayhtélon perusteella siis

1
Pr(X >2nH(n)) < 5

* T8ebySevin epdyhtdlon soveltamiseksi
meidén tulee selvittdd Var[X|

* Muistetaan, ettd X = """ | X;, missi
X; ~Geom(p;)jap;=(n—i+1)/n

* S-muuttujat X; ovat riippumattomia,
joten lauseen 3.5 perusteella

Var[X]| = i Var[X
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Lemma 3.8: Olk. Y ~ Geom(p). Tilloin
VarlY] = (1 - p)/p?
% Seuraavassa kdytetddn ekvivalenssia
$1
L2 6
i=1
x Arvioimalla Var[X;] < 1/p? saadaan
n n 2
Var[X]| < e —
ar[X] < ;<ni+1>

=1
n 2,,2

12 T™n
_ 2
- ”Z(Z> =756
=1

* Korollaarin 3.7 perusteella

Pr(|X — nH(n)| > nH(n)) <

J;X;:a;@vzo<£n>
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* Taas TSebySevin epayhtdlo antaa Mar-
kovin epdyhtdlod oleellisesti parem-
man rajan

* Tulos ei kuitenkaan ole tiukka

* Tn., ettd n(In n+c)mn kierroksen jalkeen
ei ole saatu kuponkia i on

n(ln n+c)
(1 _ l) < e—(lnn—i—c) _ 1

n e‘n
% Yhdisteen tn.:n perusteella tn., ettd
jotain kuponkia ei ole saatu n(lnn +
c):n askelen jdlkeen on e~¢

% Sijoittamalla ¢ = Inn saamme
Pr(X >2nlnn) <1/n

% Suoraviivainen yhdisteen todennakoi-
syyden soveltaminen antaa siis vield
oleellisesti TSebySevin epdyhtdlod tiu-
kemman rajan
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MEDIA ANTALGORITMI

% Joukon S, jossa on n alkiota, mediaani
m on alkio s.e.

o vah. |[n/2| alkiota on arvoltaan
korkeintaan yhtd suuria kuin m ja

o vah. [n/2| + 1 alkiota on arvoltaan
vahintdan yhtd suuria kuin m

% Yksinkert. vuoksi oletamme alkioiden
olevan erillisid ja niitd olevan pariton
lkm

* Talloin m on [n/2]:s alkio =
O(nlogn) det. algoritmi jarjestim. S

% On olemassa myds monimutkainen
deterministinen O(n) algoritmi

% Satunnaistetulla algoritmilla saavu-
tetaan kuitenkin yksinkertaisuus ja
paremmat vakiokertoimet
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* Satunnaisotannalla (sampling) tavoitte-
lemme alarajaa d ja ylarajaa u s.e.

l.d<m<uja

2. Joukolle C ={seS|d<s<u}
pdtee |C| = o(n/logn)

% Jos sopivat d ja u l10ydetddn, niin

1. d:td pienempien alkioiden lkm /4
voidaan laskea O(n) ajassa,

2. Joukon C alkiot voidaan jdrjestda
alilineaarisessa o(n) ajassa nor-
maalilla O(nlogn) ajan vaativalla
algoritmilla ja

3. ([n/2] — €4 + 1):s alkio joukossa
C' on mediaani m, silld joukossa
S\ Con/;jaC:ssd [n/2— L] m:é&a
pienempada alkiota

* Selvasti yo. algoritmi on lineaariaikai-
nen kunhan rajat d ja v voidaan valita
O(n) ajassa
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% Alkioiden d ja u loytdmiseksi vede-
tadn S:std takaisinpanolla [n®/4|:n
alkion monijoukko R

* Satunnaisotoksen R mediaanin pitdi-
si olla ldhelld S:n mediaania m

% Valitaan siis R:n mediaanin ymparilta

d < Rn Ln3/4/2 — \/ﬁJ s alkio
u +« Rn {n3/4/2 + \/ﬂ :s alkio

* Talla tavoin C' tulee sisdltimaan
R:n mediaania ymparoivien 2,/n
otospisteen viliin jadvat Sn pisteet

* Talla valinnalla voimme taata, ettd
C' sisdltdda mediaanin m suurella
todenndkoisyydelld 1 — O(1/n¢),
missd vakio ¢ > 0
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Syéte: Tadysin jarjestetyn avaruuden jouk-

ko S, jossa on n alkiota.

Tulos: S:n mediaanialkio m.

1.

Vedi [n*/*|:n alkion monijoukko R
S:std riippumattomasti ja tasaisesti
takaisinpanolla ja jarjestd R.
. d+ Rin [n3/*/2 — \/n|:s alkio
u — Rm [n*/*/2 4+ \/n]:s alkio.
. Vertaamalla kaikkia S:n alkioita d:hen
ja uzhun laske:
(@ C={zeS|d<z<u}jaluvut
(b) lt4g=|{xe S|z <d}|sekd
€ ly=|{zeS|xz>u}|
. Jos ¢, tai £, > n/2, niin epdonnistu.
. Jos |C| < 4n3/* niin jérjestd C', muuten
epdonnistu.
. Palauta C'n (|n/2]| — ¢4+ 1):s alkio.
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Algoritmin analyysi

Lause 3.9: Satunnaistettu mediaanialgoritmi
toimii syotteen pituuden suhteen lineaarises-
sa ajassa ja jollei sen toiminta epidonnistu,
niin se palauttaa oikean vastauksen.

Todistus. Ainoa tilanne, jossa algoritmi
voisi antaa védran vastauksen on se,
ettd mediaanialkio ei kuulu joukkoon C'.
Talloin (4 > n/2 tail,, > n/2ja algoritmin
toiminta epdonnistuu askelessa 4.
Algoritmin kaikki askelet ovat syttteen S
suhteen lineaariaikaisia kunhan joukko C'
on riittdvan pieni. Askelessa 5 varmiste-
taan, ettd (' on riittdvdn pieni ennen sen
jdrjestamistd. Jos C':n koko vaarantaisi
lineaariaikaisen suorituksen, algoritmin
toiminta epdonnistuu. O
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* Milla todennédkoisyydelld algoritmin
toiminta epdonnistuu?

* On kolme mahdollisuutta

* Lq > n/2: Talloin Rin [n®/4/2 — \/n]:s
alkio on suurempi kuin m
* Olk. tdimd tapahtuma & :
n3/4
* Samoin tilannetta ¢,, > n/2 vastaten
52 H
n3/4

Y2:|{7”6R|7“2m}\<7—\/ﬁ

* Viimeinen epdonnistumiseen johtava
tapahtuma on &3 : |C| > 4n>/*

* Naiden kolmen tapahtuman yhteen-
laskettu tn. on kork. O(n~1/4)
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Lemma 3.11: Pr(&£;) < in=1/4,

Todistus. Miir. indikaattorit X; s.e.

1 josr; <m
X; =
0 muuten,

missd r; on i:s otospiste. Koska satunnais-
otanta on takaisinpanolla, niin X;:t ovat
toisistaan riippumattomia. Maaritelman
mukaan (n —1)/2+ 1 joukon S pisteistd on
arvoltaan kork. m, joten

(n—1)/2+1 1 1

Tapahtuma &£; on sama kuin

3/4
n n3/

4
Y1:ZXZ-<T—\/E.
i=1

Bernoulli-kokeiden summana
Yy ~B®n¥4 1+ L),
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Téten sen varianssi on np(1 — p) (vrt. kalvo
74):

11 11

VarlY; _ 3/4 ( = o L

ar(¥] s T o) \2 2,
Lo 1 L 54

= Zn — —4n5/4 < Zn .

TSebySevin epayhtdlon perusteella

1
Pr(&) = Pr<Y1 < §n3/4 — \/7_z>
< Pr(Vi— B > va)
< Varl|Y:]
n
- n3/4/4 _ ln_1/4'
n 4

* Samoin rajataan tapahtuman &; tn.

* My®s tapahtuman & tn. voidaan rajata
TSebysevin epayhtalolla
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Lemma 3.12: Pr(&;) < Sn=Y/4,

% Kaikkiaan mediaanialgoritmin epdon-
nistumistn. on siis Pr(&;1) + Pr(&) +
Pr(&) <n~1/4

* Tdmd on ns. Monte Carlo -algoritmi, se

voi epdonnistua tai palauttaa vaaran
vastauksen

* Yleensa MC-algoritmin vaatima aika
ei riipu satunnaisista valinnoista

% Suorittamalla algoritmia toistuvasti
kunnes mediaani 16ydetddn, saadaan
Las Vegas -algoritmi, joka aina palaut-
taa oikean vastauksen

% LV-algoritmin suoritusaika tyypillises-
ti vaihtelee

» Mediaanialgoritmin aikavaativuuden
odotusarvo LV-varianttina on edelleen
lineaarinen
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4. Chernoffin rajat

* Herman Chernoff 1923—
USAlainen matemaatikko

x Chernoffin rajat on yleisnimitys vah-
voille, eksponentiaalisesti pienene-
ville hantatn.:n rajoituksille

*x Esim. kun X ~ B(n,p)ja p = E[X],
niin mille tahansa 0 < § < 1 pétee

Pr(X > (14 8)p) < e #0°/3

*x Seuraus: X < p+ /3pln2tn.:lld 1/2

% Chernoffin rajojen johtamiseksi so-
velletaan Markovin epdyhtdloa mo-
menttigeneroivaan funktioon (mgf)
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Momenttigeneroiva funktio

* S-muuttujan X momenttigeneroiva
funktio on Mx (t) = E[e'*] (jos odo-
tusarvo on ddrellinen)

* Mgt sisdltdaa tiedon kaikista X:n mo-

menteista

Lause 4.1: Jos M x (t) on maidritelty jossain

origon ympiristossi t € (—0,9), niin Mx (t)m

n:s derivaatta origossa on X:n n:s momentti
M (0) = BIX]
Todistus. Kun mgf

Mx(t) =E[eX] = ZPr(X =z)et®

on maddritelty origon ympadristdssd, se
voidaan derivoida termeittdin. Taten

M)((n)(t) = ZPr(X =z)z"e"” = E[X"e].

Sijoittamalla ¢t = 0 saadaan vdéite. O
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* Olk. X ~ Geom(p)
* Arvoillat < —1In(1 — p) pétee

Mx(t) = E[e"]
= ) e
k=1
_ 1ppz<1_p)ketk
k=1

T f10 (1— (11—p)et - 1)

x Derivoimalla saadaan
t

/ o pe
MX(t) - (1 _ (1 _p)et)Q
M) = T k()

% Sijoittamalla ¢ = 0 saadaan tulokset

E[X] = 1/p (vrt. kalvo 56) ja E [ X?| =

(2 — p)/p* (vrt. kalvo 79)
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* Mgt (eli kaikki momentit) maarittaa
s-muuttujan jakauman 1-kasitteisesti
Lause 4.2: Olk. X ja Y kaksi s-muuttujaa.
Jos Mx(t) = My (t) kaikilla t € (—9,9)
jollain 6 > 0, niin X:lld ja Y:lld on sama
jakauma.

Lause 4.3: Olk. X ja Y riippumattomia
s-muuttujia. Talloin

Mx 1y (t) = Mx(t)My(t).

Todistus. Koska X ja Y ovat riippumat-
tomia, niin myds X ja e'¥ ovat, joten

Mxiy(t) = B[] —E[¥e]
= E[¢Y]E[e"]
= Mx(t)My(2).
O
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