Chernoffin rajojen
johtaminen
% Chernoffin raja s-muuttujalle X saa-

daan soveltamalla Markovin epdyhta-
164 X :n hyvin valitulla arvolla ¢

* Mille tahansa t > 0 patee
E[e!X]

eta

Pr(X >a) = Pr(e"* > ¢'*) <

* Erityisesti

. E etX}
Pr(X > a) < min
t>0 ete

* Vastaavasti pdtee
Pr(X <a) < miny~q (E [etX] /et“)

% Idean soveltamiseksi jakaumaan tarvi-
taan mgf:n arvio ja arvon ¢ valinta

* Optimaalisen arvon ¢ sijaan usein
tavoitellaan "sopivan" rajan antavaa

arvoa
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POISSON-KOKEIDEN SUMMA

* Bernoulli-toistokokeen (eli binomija-
kautuneen s-muuttujan) yleistys on
Poisson-toistokoe

% Nyt kaikilla indikaattorimuuttujilla
ei tarvitse olla samaa jakaumaa

% Seuraavat tulokset pidtevit tietys-
ti myos binomijakautuneelle s-

muuttujalle
* Olk. X1, ..., X, jono riippumattomia

Poisson-kokeita s.e. Pr(X; = 1) = p;
jaX =>" X, sekd

p = E[X]=E

1)
= ZE[Xz] = Zpi

i=1
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* Chernoffin rajojen johtamiseksi tar-
vitsemme mgf:n

Mx,(t) = E[e]
= pie' + (1 —py)
= 14pie' 1)

< 6pi(et—l)

x Lauseen 4.3 (yleistyksen) perusteella

Mx(t) = HMXi(t)

n

H epi(et—l)

=1

= exp (Zpi(et — 1))

_ e’ =D

IN
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* Tdamaéan Poisson-toistokokeen mgf:n ar-
vion perusteella ssaamme konkreettisia
Chernoffin rajoja

Lause 4.4: Olk. Poisson-kokeiden X1, ..., X,,
Pr(X; =1) = p;, summa X = > | X;

ja p = E[X|. Tilloin pitevit seuraavat
Chernoffin rajat:

1. mille tahansa 6 > 0
b

Pr(X > (1+0)p) < ((HBW)”;
2. arvoilla0 < § <1
Pr(X > (14 6)p) <exp (—ué®/3);
3. arvoilla R > 6
Pr(X > R) <2 R

% Kohta 1 antaa tiukimman rajan, mutta
kohtien 2 ja 3 rajat ovat helpommin
ilmaistavia ja laskettavia
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Todistus. Kohdan 1 todistamiseksi sovel-
letaan Markovin epayht&loa:

Pr(X > (148)u) = Pr(el > e/0tn)
E[etx]
< -
- et(1+0)p
e(etfl)u
- et(1+d)p”

Koska § > 0, niin voimme sijoittaa ¢t =
In(1+6) > 0,jolloin saadaan ensimmadinen
viite.

Kohdan 2 todistamiseksi riittdi osoittaa,

etta s
€ —52/3
(14 §)1+9 <e

Ottamalla logaritmi puolittain saadaan
ekvivalentti ehto

f(6) =8 (1+)In(1+6)+62/3<0.
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Derivoimalla saadaan

£16) = 1%?111( +5)+26/3
= —In(1+4+6)+2§/3
') = —1/(1+6)+2/3.

f7(6) < 0valilla 0 < ¢ < 1/2,eli f'(9)
vihenee. Kun 1/2 < § < 1 on puolestaan
f(6) > 0ja f'(6) kasvaa.

Koska f/(0) = 0ja f'(1) =2/3 —1In2 <0,
niin f/(§) < O0valilla0 < ¢ < 1.

Koska edelleen f(0) = 0, niin edellisen
perusteella f(§) < Ovdlilla0 < § < 1,
joka todistaa kohdan 2.

Kohdan 3 todistamiseksi olk. R = (1 +
0)p. Talloin arvoilla R > 64 patee

§=R/p—1>5.
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Kohdan 1 perusteella Pr(X > R) =
> <
Pr(X > (1+0)u) < ( 1+5)1 >

e (1+0)p
+0

(5) <o

* Héantatodenndkoisyyttd odotusarvon

IN

IA
ol —

U

alapuolelta rajoitettaessa patee

Lause 4.5: Olk. Poisson-kokeiden X1, ..., X,
Pr(X;=1) =p;, summa X = > | X, ja
p = E[X]. Talloin arvoilla 0 < 6 < 1 pitevit

e=? a
1. Pr( X <(1—-0)p) < (W) :

2. Pr(X < (1—6)p) < exp(—pé*/2).
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x Téssd taas kohta 1 antaa tiukem-
man rajan, mutta kohdan 2 arvio on
yleensa helpompi kdyttda ja riittdva

x Yhdistamalld lauseiden 4.4 ja 4.5

kohdat 2 saadaan usein kdytetty
Chernoffin rajojen muoto

Korollaari 4.6: Olk. Poisson-kokeiden
X1,..., X, Pr(X; =1) = p;, summa
X =>"" | X;jap = E[X]. Talloin arvoilla
0 < 0 < 1piitee

Pr(|X — p| > 6p) < 2exp (—pud®/3) .

* Odotusarvoa E[X] ei tarvitse tietdd
eksaktisti, vaan

o lauseessa 4.4 voidaan kayttaa
yldrajaa p > E[X] ja
o lauseessa 4.5 alarajaa u < E[X]
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KOLIKONHEITTO (TAAS)

% Olk. X kruunien lkm n:ssd painotta-
mattoman kolikon heitossa

* Korollaarin 4.6 perusteella, kun § =

V(6Ilnn)/n,
Pr(\X —n/2| > \/6nlnn/2)
<

< 1n61nn> 2
2exp| == =

32 n n
% Lkm siis keskittyy (concentrates) vah-

vasti odotusarvonsa ympéristoon

* T8ebySevin epdyhtdlolld saimme aiem-
min Pr(|X —n/2| > n/4) <4/n

% Chernoffin rajalla saamme eksponen-
tiaalisesti pienemman poikkeamatn.:n

Inl
pe(lxr -5 ) 2o (55) <2

3214
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PARAMETRIN ESTIMOINTI

* Haluamme esim. arvioida tn.:ttd, ettd
tietty geenimutaatio tapahtuu

x Laboratoriotesteissa selvida DNA
ndytteestd onko siind k.o. mutaatio

* Testit ovat kuitenkin kalliita ja ha-
luaisimme luotettavan arvion pienelld
ndytteiden maaralla

% OIk. p arvo, jota estimoimme

% Olk. ndytteiden lkm n ja X = pn
mutaatioiden havaintofrekvenssi

* Jos n onriittdvan suuri, niin odotamme
pn olevan lahella p:ta

* Vili [p—6, p+6] on (1 —~)-luottamusvili

parametrille p, jos
Pripep—6,p+0)>1—~
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* X = pn on binomijakautunut para-
metrein n ja p, joten E[X] = np
* Josp & [p— d,p + 0], niin toinen
seuraavista on tapahtunut:
op<p-—0:
X =np>n(p+9d) =E[X](1+6/p)
op>p+0: X <E[X](1-4/p)
% Laskemalla tn.:t yhteen ja soveltamalla
lauseita 4.4 ja 4.5 saamme yldrajan

Pr(p ¢ [p—6,p+])
< e mp(d/p)?/2 | —np(6/p)*/3

e~16°/(2p) 4 —nb%/(3p)

* Koska p:n arvoa ei tunneta, kdytetddn
yldrajaa p < 1, jolloin voimme valita

v = e—n6/2 +e—n6/3

* Kédintden voimme ratkaista téstd o,
kun 7 on kiinnitetty ja n tunnetaan
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Tarkempia rajoja joillekin
erikoistapauksille

x Edellisid tiukempia rajoja saadaan

symmetrisesti jakautuneille s-muuttujille

Lause 4.7: Olk. X = "' | X, missi
Xi,..., X, ovat ritppumattomia s-muuttujia
se. Pr(X; =1)=Pr(X; = -1) = 1/2. Til-
loin kaikilla a > O piitee

a2
Pr(X >a) <exp <—2—> .
n

Todistus. Odotusarvon maaritelman
perusteella mille tahansa ¢ > 0 pétee

E[etxi] = %et + %e_t.

Huomioimalla, ettd et:n Taylor-kehitelméan
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i=0
1 t* 1
Ele™] = - (l1+t+—-+o+...
(e ] 5 < Hih oot

IA
—~ ~—~
~
[\e)
~ ~—r
[\)
~—
IS

Tamaén estimaatin perusteella

Be¥] = [[ B[] < exp <%”>

=1
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ja Markovin epdyhtdlon perusteella

Pr(X >a) = Pr(e!™ >¢")
E[etX]

eta

e t*n ta
= exp|— — .
P

Lopulta sijoillamalla ¢t = a/n saadaan viite
Pr(X > a) < exp (—a?/2n). O

<

* Symmetrian perusteella myos
Pr(X < —a) <exp (—a2/2n)

Korollaari 4.8: Olk. X = """ | X;, missi
Xi1,...,X, ovat riippumattomia s-muuttujia
se. Pr(X; =1) = Pr(X; =—-1) = 1/2.
Talloin kaikilla a > O piitee

a2
Pr(|X| > a) < 2exp <—2—> .
n
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1 2 3
+-(1—t4+—=—=4...

Korollaari 4.9: Olk. Y = """ | Y;, missii
Yi,....Y, ovat riippumattomia s-muuttujia
se. Pr(Y; =1) = Pr(Y; =0) = 1/2. Merk.
w = E[Y]| =n/2. Tilloin

1. kaikilla a > 0 piitee

2 2
Pr(Y > pi+a) < exp (—i> ;

n
2. kaikilla 6 > 0 piitee
Pr(Y > (1+6)u) <exp (—6%n).

Todistus. Olk. X; kuten edelld ja Y; =
(Xi+1)/2,jolloin

- 1 - n
i=1 i=1
1
= —X+p
gt
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Lauseen 4.7 perusteella

Pr(Y > pu+a) = Pr(X >2a)

- < 4a? )
< exp|l——],
2n

joka todistaa vdittaman kohdan 1. Koh-
dan 2 todistamiseksi valitaan a = dpu =
on/2. Taas lauseen 4.7 perusteella

Pr(Y > (1+4+0)p) = Pr(X >26p)

452 2
n

= exp (—62,u) :

O

* Vastaava tulos patee kun rajoitetaan
tn.:id odotusarvon alapuolelta

109



JOUKON TASAPAINOTUS

% Olk. annettuna m henkil6d ja n omi-
naisuutta
x Tilastollista koetta varten tavoitte-
lemme henkildiden jakoa kahteen
joukkoon A ja A s.e.
¢ kaikkien ominaisuuksien i =
1,...,n suhteen joukot ovat niin
tasapainoisia kuin mahdollista
¢ ts., ominaisuuden ¢ omaavien hen-
kildiden Ikm kummassakin joukos-
sa on jokseenkin sama
* Toisen joukon henkil6t alistetaan tes-
tiin ja toinen toimii kontrolliryhméana
*x Madritellddan n xm matriisi A = (a;;) €
{0,1}"*™, jossa sarakkeet vastaavat
henkil6itd ja rivit ominaisuuksia

¢ a;j = 1jos h:l6lld j on ominaisuus 4
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* Henkildiden ositus (A, A) esitetdan
vektorinab € { —1,1}™, missi b; = 1
jos h:16 j on joukossa A

x Olk. Ab=ce Z™, elic; =, ai;b;

x Tavoitteemme on minimoida

|Ab]l oo = max|c
7

* Adrimmaiisen yksinkert. satunnaisal-
goritmi valitsee kunkin b; riippumat-
tomastis.e. Pr(b; = 1) =1/2

* Vaikka koko A jatetddn tdysin huo-
miotta, saavutetaan tiallda menetelmal-
14 niinkin tiukka raja kuin O(vmInn)
|| Ab||s:1le suurella tn.:11a

111

Korollaari 4.11: Satunnaisvektorille I;, jonka
komponentit on vedetty riippumattomasti ja
tasaisen jakauman mukaan joukosta { —1,1}

piitee Pr(HAEHOo > v4mlIn n) < 2/n.
Todistus. Tarkastellaan A:n i:ttd rivid
Ailyeny Qim. Olk. k£ = Z;nzl Q4 ykkésten
Ikm tuolla rivilla. Jos k < v4mInn, niin
selviasti |@; - b| = |e;| < VAmInn.

Jos taas £k > v4mInn, niin ¢;:n k termid
ai;b; # 0 ovat riippumattomia s-muuttujia,
joilla on tn. 1/2 saada arvo —17ja 1.

Korollaarin 4.8 perusteella, koska m > &,

Pr(\ci\ > \/4mlnn> < exp (—472?”)

- 2

= n2 .

Tn., ettd yksikin n:std rivistd ylittdd rajan

on yhdisteen tn.:n perusteella 2/n. O
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5. Pallot, uurnat ja
satunnaisverkot

* Tarkastellaan m:n pallon sijoittamista
toisistaan riippumatta n:n uurnaan,
kun kullakin uurnalla on sama tn.
tulla valituksi

% Klassinen tn-laskennan malli, jolla
on paljon sovelluksia modernissa
algoritmianalyysissa

* Kysymykset:
¢ Kuinka monta palloa johonkin
uurnaan sattuu?

¢ Mikéd on suurin méard palloja
yhdessd uurnassa?

* Sovellamme mallia mm. tietoraken-
teisiin (hajautukseen)
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(1

* Siis yli 70% tn., ettd ainakin kahdella

Syntymdpdiviparadoksi

* Milld tn.:11d esim. 30:n ihmisen joukos-

sa ainakin kahdella on sama syntyma-
pdiva?

Nyt siis m = 30 ja n = 365
Luonnollisestikin tima on yksinker-
taistus reaalimaailman tilanteesta

Valitaan 30 eri syntymédpdivad 365:n
pdivan joukosta kiinnittdimatta huo-
miota sithen mikd pdiva osuu kellekin

Mahdollisuuksia, ettid kaikilla 30:1la on
eri syntymapdiva on

365
30!
(w)
Mahdollisuuksia valita kaikille synty-

mépéivd on kaikkiaan 365
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Henkil6 kerrallaan laskien

Kun ensimméinen syntymépdivad on
valittu on tn., ettid toisen henkilon
syntymédpdivd on muu, on 1 — 1/365
Yleistden kun k — 1 syntymédpdivadd on
valittu, niin tn., ettei k:s syntymépaiva
mene ndiden kanssa péaallekkdin on
1—(k—1)/365

30:n hengen tapauksessa tn. saada 30
eri syntymapaivaa on siis

1 2 29
- 1— (11— ) =02
365) ( 365) ( 365) 0,2937

30:sta hengestd on sama syntymaépaiva

* Yleisemmin jos palloja on m ja uurnia

n, niin tn., ettei yhteenkdan uurnaan

m—1 .
osu kahta palloa on H (1 - l)

: n
Jj=1
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* Kunk < n,niin 1 — k/n ~ e */m

* Jos siis m < n, niin

m—1 . m—1
7 .
1-2Z | | J/n
3 < n) . ¢
=1 7j=1

J

%

— exp fz%

ot

2
em/2n

%

% Jotta kaikilla m:11d hengella olisi eri
syntymdpdiva tn.:1ld 1/2 on oltava

m?/(2n) =In2,elim = v2nIn?2

x Kun n = 365, niin tima approksi-
mointi antaa m = 22, 49, kun eksakti
laskenta antaa tuloksen m = 23
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x Lasketaan henkilo kerrallaan

% Olk. Ej tapahtuma, ettd k:nnen hen-
kilon syntymépdiva ei ole sama kuin
ensimmadisten k£ — 1 hengen

* Talloin tn., ettei k:lla ensimmaiselld
hengella ole eri syntymépdivid on

k
Pr(ByU-UE) < > Pr(E)
i=1

Fi
k(k —1)
2n

IN

* Jos k < /n tdmd tn. on alle 1/2, joten
| v/n:11d henkilolld on eri syntyma-
pdivat ainakin tn.:11d 1/2
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* Oletetaan nyt, ettd [/n]:1ld ensim-
madiselld henkil6lld on eri syntyma-
paivat

* Jokaisella seuraavalla henkil6lld on
vah. tn.:1ld /n/n = 1/y/n sama
syntymapdiva kuin yhdelld [/n]

ensimmaisestd henkilosta

* Siis tn., ettd kaikilla [\/n] seuraavalla
henkildlld on eri syntymépdiva kuin
[v/n] ensimmadiselld on kork.

1 Vil 1
( - ﬁ) ST
x Eli kun henkil6itd on 2 [/n], niin tn.,

ettd kaikilla on eri syntymépdivit on
kork. 1/e ~ 0, 368
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