Palloja uurniin

% Pallot ja uurnat -mallia ajatellen edel-
14 tarkastelimme tuleeko yhteenkdan
uurnaan kahta palloa

* Maksimikuormaksi nimitetian suu-
rinta maaraa palloja, jotka osuvat
samaan uurnaan

* Tarkast. tilannetta, jossa m = n
* Talloin keskim. kuorma on 1

% Haetaan maksimikuormalle ylérajaa,
joka pétee 1:td ldhestyvalld tn.:11da kun
n kasvaa

% Seuraava raja on asymptoottisesti
tiukka, mutta vakiokerroin 3 ei ole
paras mahdollinen
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Lemma 5.1: Kun n palloa sijoitetaan riippu-
mattomasti tasaisen jakauman mukaan n:din
uurnaan satunnaisesti niin tn., ettd mak-
simikuorma on yli arvon 3Inn/Inlnn on
korkeintaan 1/n riittidvin suurille n.

Todistus. Tn., ettdi mv. uurnaan osuu vih.
M palloa on kork.

(17;[) (%)M ~ Mi(n —n!]W)!nM

1
<
M!
e \ M
< ()
- \M

missd viimeinen epdyhtdld seuraa, koska

k > i
k! t! ’
=0

jonka perusteella k! > (k/e)*.
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Tn.:ttd sille ettd yhteenkin uurnista osuu
vah. M > 3Inn/Inlnn palloa rajoittaa
ylhédalta yhdisteen tn.:n perusteella

"(57)"

<elnlnn>31nn/lnlnn
< n

3Inn

<lnlnn>3lnn/lnlnn
n
Inn

6lnn(eln Inlnn—In 1nn)31nn/ Inlnn

IN

e 2 Inn+3(Inn)(Inlnlnn)/Inlnn
s

joka on kork. 1/n riittdvan suurilla n. [
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SANKOJARJESTAMINEN (bucket sort)

x Olk. jarjestettavand n = 2™ alkiota,
jotka ovat riippumattomia ja tasaisesti
jakautuneita joukosta { 0,...,2% — 1},
missa k > m

* Luvut voidaan sankojarjestdd O(n)
odotusarvoisessa ajassa

% Odotusarvo otetaan syo6tteen satun-
naisen jdrjestyksen yli, itse algoritmi
on deterministinen

* Joidenkin oletusten vallitessa san-
kojdrjestdiminen alittaa vertailuihin
perustuvan jarjestimisen 2(nlogn)
alarajan

% Ensivaiheessa alkiot jaetaan n:ddn
sankoon s.e. sankoon j tulevat kaik-
ki alkiot joiden bindériesityksen m
ensimmaistd bittid vastaavat lukua j
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% Sangot voidaan toteuttaa esim. linki-
tettyind listoina

* Jos alkio voidaan sijoittaa oikeaan san-
koon vakioajassa, niin ensimmaéinen
askel vaatii lineaarisen ajan

* Mihin tahansa sankoon osuvien alkioi-
den lkm noudattaa binomijakaumaa
B(n,1/n)

* Toisessa vaiheessa sankojen sisdllot
jdrjestetdadn milld tahansa normaalilla
neliollisen ajan vaativalla algoritmilla

* Kun sankojen jdrjestetyt alkiot liite-
taan perdkkdin saadaan alkuperdinen
aineisto jarjestyksessa

* Tulee vield osoittaa, ettd toisen vaiheen
odotusarvoinen aikavaatimus on O(n)

% Olk. X; sankoon j osuvien lukujen
lkm
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% Sangon j alkioiden jarjestiminen vaatii
kork. ajan ¢ X7, missd ¢ on vakio

* Symmetrian perusteella kaikkien
sankojen jakauma on sama, joten
E[X?] = E[X?] kaikilla j

* Toisen vaiheen jdrjestimisten odo-
tusarvoisesti vaatima aika on siis

E|Vzn:cX2-| :czn:E[Xﬂ :an[Xﬂ

* Jos X ~ B(n,p), niin E[X?] =
n(n — 1)p? + np (kirjan sivu 48)

n(n—1)

1
E[X7] = St 1=2-— <2

* Toisen vaiheen odotusarvoinen aika

on siis kork. 2¢cn

* Kaikkiaan sankojdrjestaminen toimii
odotusarvoisesti lineaarisessa ajassa
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Poisson-jakauma
x Tarkastellan tn.:ttd ettd jokin uurna
jad kokonaan palloitta ja tyhjien
uurnien odotusarvoa

* Tn. ettd tiettyyn uurnaan ei osu
yhtddn palloa on

1 m
(3)"=e
n

* Koska kaikilla uurnilla on sama tn.
jddda tyhjaksi, niin lineaarisuuden
perusteella tyhjien uurnien lkmmn X
odotusarvo on

1 m
E[X] :n<1——> ~ ne m/m
n

x Téamaé arvio on melko hyvé jopa
pienilld arvoilla mjan
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* Yleistden: tn., ettd uurnaan j osuu
X; = r palloa on

NG -0 -
1mm—1)---(m—r+1) <1l>mr

r! nr n

* Kun m,n > r, niin tdma tn. on liki-
maarin
e—m/n(m/n)r
r!

Pr(X; =r)~

* Palloja per uurna on keskimddrin m/n

% Diskreetti Poisson-jakautunut s-muuttuja
X parametrilla 4, X ~ Poisson(u),
noudattaa seuraavaa jakaumaa kaikil-
laj=0,1,2,...
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* Yo. médritelmd antaa todella jakau-
man, s.o., todenndkoisyydet sum-
mautuvat arvoon 1

s efiu'lu/]

j!

d Pr(X =) =
j=0

j=0

_ —u [

- ¢ Z 4! =1,
§=0

koska Taylor-kehitelmén perusteella
e’ =3 i20(@/(3)

* S-muuttujan X odotusarvo E[X] on

B Y 1150 G o Lo
j=0 j=1 '

J
o ; o0 :
= ny G_1) =p) =
j=1 J ’ j=0 J:
127

Lemma 5.2: Adirellisen monen riippumatto-
man Poisson-satunnaismuuttujan summa on
Poisson-satunnaismuuttuja.

Todistus. Olkoot X ~ Poisson(u) ja
Y ~ Poisson(uz) toisistaan riippumattomia
s-muuttujia. Nyt

Pr(X +Y =j)

_ Ze"“u’f e b

I A

— k! (j—Fk)!

B e—(M1+M2) J ]! Iuk'uj_

- il 1k — 4)1F172
j! — ElNk — 7)!

—(p1+p2) J y .
€ J —k
= > <k> 1)

k=0
e—(M1+M2)(M1 + M2)j

J!
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k

bl

missd viimeinen yhtdlo seuraa binomi-
lauseesta

(@+y)" = zk: (;) akyr k.

Todistus saatetaan loppuun induktiolla. [J

Lemma 5.3: Olk. X ~ Poisson(p). X:n mgf
on Mx(t) = exp(u(et —1)).

Todistus. Kaikilla ¢ patee

E[etx] = ° k"u etk
k=0 )
> —pet t\k
_ pu(et—1) € (:ue )
- € Z %l
k=0
k(1)
O
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x Derivoimalla edellinen saadaan

Mi(t) = et =D et
M) = petE =D (et 4 1)

* Ndin ollen, sijoittamalla ¢ = 0, saadaan
E[X] = p sekd Var[X] = E[X?] —
(EX])? = (P +p) —p? =p

* Lemma 5.2 olisi voitu todistaa myds
lemman 5.3 avulla

* Lauseen 4.3 perusteella

Mxyy(t) = Mx(t)My(t)
= exp (4 p2)(e' — 1)),

* Tdamaé on Poisson(p; + po)-jakautuneen
s-muuttujan mgf
* Koska mgf lauseen 4.2 perusteella
madrdd 1-kdsitteisesti jakauman, niin
X + Y on Poisson-satunnaismuuttuja,
jonka parametri on p1 + po
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Lause 5.4: Olk. X ~ Poisson(u). Tdlloin

—u -
1. Josz > p,niin Pr(X > x) < M;
xl‘

) < e H(en)®

2. Josx < p,niinPr(X <z
xl‘

Todistus. Kaikillat > Ojaz > p

:E[GLY]

etT
= exp (u(e' — 1) —tx).

Pr( X >z) = Pr(etX > ") <

Sijoittamalla ¢t = In(z/p) > 0 saadaan

Pr(X >z) < exp(z—p—zxzln(z/p))
e H(en)”

x.’,ﬂ

Toinen kohta todistetaan vastaavasti. O
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Lause 5.5: Olk. X,, ~ B(n,p), missi p

riippuu n:stid ja limy, ..o np = X on n:sti
riippumaton vakio. Talloin mille tahansa

kiintedlle k pitee

fAAk

lim Pr(X, =k) = €A
% Olk. m pallojen ja b uurnien lkm s.e.
m on bistd riippuvaja lim m/b = A

% Olk. X, tiettyyn uurnaan osuvien
pallojen Ikm
* X, ~ B(m,1/b)

* Lauseen 5.5 perusteella saamme

—-m/n r
lim Pr(X, — 1) — w
n— oo r!

* Tamé on sama kuin aiemmin (kalvo
126) laskemamme arvio
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Poisson-approksimaatio

% Pallot ja uurnat -mallissa tulee viki-
sinkin riippuvuuksia

¢ Jos uurna 1 on tyhjd, niin muiden
uurnien tyhjyyden tn. on pienempi
silla m palloa on jakautunut n — 1
uurnaan

¢ Jos tieddmme n — 1 uurnan pallo-
jen lkm:n, niin viimeisen uurnan
pallojen Ikm on maaratty

% Uurnien kuormat eivit ole toisistaan
riippumattomia

% Tiedamme, ettd yhden uurnan kuor-
maa approksimoi jakauma Poisson(m/n)

* Tavoitteemme on osoittaa, ettd kaik-
kien uurnien yhteisjakauma approksi-
moituu hyvin kun oletamme kunkin
uurnan kuorman olevan riippumatto-

masti Poisson(m/n)-jakautunut
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Eksakti tapaus: Olk. Xi(m), 1<i<n,
uurnan ¢ kuorma, kun m palloa si-
joitetaan riippumattomasti ja tasai-
sen jakauman mukaan satunnaisesti
n:ddn uurnaan

Poisson-tapaus: Olk. Yl(m), LYy
n riippumatonta s-muuttujaa s.e.
v ™ ~ Poisson(m,/n)

* Eksaktissa tapauksessa palloja on m
kpl, kun taas Poisson-tapauksessa
niiden kokonaismédrdn odotusarvo
onm

* Jos palloja kuitenkin Poisson-tapauk-
sessa on kaikkiaan m, niin

¢ muuttujien jakauma on sama
kuin jos m palloa olisi sijoitettu
satunnaisesti n:44n uurnaan
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Pr(Yv™ = ki) = emm/n(m/n)* k!,

koska Y™ ~ Poisson(m/n) ja riippu-

mattomia. Lemman 5.2 perusteella myds
niiden summa on Poisson-jakautunut pa-
rametrilla m. Taten yo. ehdollinen tn. on

[Ty e /™ (m/n)" /ki!
e~mmkF k!
k!

(kq!) -+ (kphnk’

joka todistaa viitteen. O

% Seuraavaa (Stirlingin approksimaa-
tiota 16ysempédd) kertoman arviota
kaytetdadn lauseen 5.7 todistamisessa

n n
Lemma 5.8: n! < ey/n (—) )
e
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LET

H 4 e

2

I \Y I = & g

= = F =g o

= 4]

— i~e "z & S

= : ) Q

R = S - -

. Ve »:S_\ 3& E /k:

; ; S =

- - - ~ N -

. Gl
3 > : 8]
3 3 > @
= - 3 2
g 2 7}
— ~ %
FOUR E

A e S [(lx s  x)d o

gy L o1yunf uauiaivdau-1a (M -

missd viimeinen yhtdlo seuraa lauseen
5.6 perusteella. Poisson-jakautuneiden
Yi(m) summa on Poisson-jakautunut
parametrilla m, joten

E [f(Yf’”), . ,Y<m>)}

m ] e m™
> E[f(Xf )X ))] 0
m m 1
lemman 5.8 perusteella. O

* Ed. lause pétee mille tahansa ei-
negatiiviselle funktiolle yli pallojen
maédran uurnissa

= Erityisesti se pdtee indikaattorifunk-
tiolle, jonka arvo on 1 jonkin tapah-
tuman yhteydessd, ja antaa rajoja
tapahtumien tn.:lle
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Korollaari 5.9: Jos Poisson-tapauksessa
tapahtuman tn. on p, niin sen tn. eksaktissa
tapauksessa on kork. pe\/m.

Todistus. Olk. f tapahtuman indikaat-
torifunktio. Talloin E[f] on tismdlleen
sama kuin tn., ettd tapahtuma havaitaan
ja védite seuraa suoraan lauseesta 5.7. [

% Jos siis jotakin tapahtuu pienellad
tn.:11d Poisson-tapauksessa, niin sen
tapahtumistn. on pieni myos eksak-
tissa mallissa

* Voimme siis kdyttdd melko yksin-
kertaista riippumattomien Poisson-
jakautuneiden muuttujien mallia
johtamaan rajoja pallot ja uurnat
-mallille
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Lause 5.10: Olk. f(z1, ..., x, ) ei-negatiivinen
funktio s.e. E[f(Xl(m, e ,Xﬁm))} on joko
monotonisesti kasvava tai monotonisesti laske-
va. Tilloin

E[F(X{™,.., X))

n

< QE[f(Yl(m),...,Y(m)}.

Korollaari 5.11: Olk. £ tapahtuma, jon-

ka tn. on pallojen lkm:n myoétd joko mono-
tonisesta kasvava tai laskeva. Jos Poisson-
tapauksessa Pr(E) = p, niin eksaktissa tapauk-
sessa Pr(€) < 2p.

*» Lemmassa 5.1 laskimme yhdisteen
tn.:n perusteella, ettd uurnien mak-
simikuorma on kork. 3Inn/Inlnn
suurella tn.:1lda kun m =n

* Seuraava lemma antaa ldhes saman
alarajan maksimikuormalle
140

Lemma 5.12: Kun n palloa sijoitetaan riippu-
mattomasti tasaisen jakauman mukaan n:din
uurnaan satunnaisesti, on maksimikuorma va-
hintdan Inn/ InInn vihintdin tn.:lli 1 —1/n
riittdvin suurilla n.

Todistus. Tn., ettd Poisson-tapauksessa
tietyn uurnan kuormaon M =Inn/Inlnn
on 1/eM!. Koska uurnat ovat riippumat-
tomia, niin tn., ettei yhdenkddn uurnan
kuorma ole vidh. M on kork.

<1 - ﬁ)n < exp (—n/(eM!).

Valitsemalla M nyt s.e. e /(M) < =2,
lauseen 5.7 perusteella eksaktin tapauksen
tn., ettei yhdenkdan uurnan kuorma ole
vdah. M on kork. e\/n/n* < 1/n, joka
todistaa viitteen.

Toisaalta maksimikuorma on selvasti mo-
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notonisesti kasvava pallojen lkm:n myo6td,
joten voisimme myos kdyttdd lemmaa 5.10.

Riittdd osoittaa, ettd M! < n/2elnn eli
In M! <Inn — Inlnn — In(2e). Lemman 5.8
perusteella

M\M M\M
M!ge\/_M(—> §M<—> ,
(& (&

kun n (ja M) on riittdvan suuri. Talloin

InM! < MInM-M-+InM

Inn
~ Inlnn (hl Inn —Inlnln n)
Inn
~Inlnn + (Inlnn — Inlnlnn)
< 1 Inn
nn —
B Inlnn

< Inn—Inlnn — In(2e),

misséd kaksi viimeistd epayhtdlod perustu-
vat faktaan Inlnn = o(lnn/Inlnn). O
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Hajautus

* Hajautus sijoittaa universumin U
alkiot (esim. salasanat) n:dan lokeroon
hajautusftiolla f: U — [0,n — 1]

* Tekemalld oletus f:n satunnaisuudes-
ta, voidaan hajautusta mallintaa pallot
ja uurnat -mallilla

o Kaikillaz € U: Pr(f(z) =j) =1/n
o Kaikilla x arvot f(z) ovat toisistaan
riippumattomia

% Olk. avaimia on m ja lokeroita n kpl

* Avainten odotuarvo lokerossa on m/n

* Muiden kuin etsitty avain odotusarvo
lokerossa on (m—1)/n, joten kaikkiaan
siind on odotusarvoisesti 1 + (m —1)/n
avainta

* Valitsemalla n = m lokerossa lapikay-
tyjen avainten odotusarvo on vakio
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% Hitainta haku on lokerossa, joka
sisdltdd suurimman madran avaimia

% Pallot ja uurnat -mallin analyysin
perusteella tiedimme, ettd maksimi-
kuorma on ©(Inn/Inlnn) tn.:11d joka
on lahelld yhta

% Suuri ero haun pahimman ja odo-
tusarvoisen aikavaativuuden vililla
voi olla joissain sovelluksissa merkit-
tava ongelma

* Toinen ketjuttavan hajautuksen mer-
kittdva ongelma on tilan tuhlaus

* Monet tyhjat lokerot syovit tilaa

% Tilaa ja haun tehokkuutta voidaan
tasapainotella sddtamalla parametria

m/n
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