SORMEN]JALJET (fingerprints)
= Pitkdt avaimet voidaan kuvata ly-
hyemmille sormenjiiljille
* Nyt siis ei sdilytetd avaimia lokeroissa,

vaan tiedossa on vain sormenjdljet

* Yhteentormdysten takia hajautuksessa
tapahtuu virheitd

*x Olk. § = {s1,..., 8, } suuren univer-
sumin U joukko

* Haluamme esittda alkiot tilaa sdéas-
tden s.e. voimme tehokkaasti vastata
kysymyksiin z € S?

% Sallimme virheellisen vastauksen pie-
nelld tn.:11a

* Montako bittid b tulisi sormenjalkiin
kdyttad, jotta virhetn. pysyy matalana
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* Tn., ettd alkiolla = ¢ S on eri sormen-
jalki kuin tietyllda s € S on (1 — 1/2°)

* Virhetn. kaikkiaan on siis:
1—(1—1/25m >1—e ™/

* Jos haluamme virhetn.:n olevan va-
kiota ¢ pienemman, tulee vaatia

e ™2 > 1 ¢, josta seuraa
m
b>1 A —
= 1082 In(1/(1 —¢))

* Eli nyt tarvitaan b = Q(log, m) bittid

* Jos toisaalta kdytimme 2 log, m bittid,
niin virhetn. putoaa arvoon

1\™ 1
(- 4)" <L
m m

% Jos esim. m = 2'6 = 65536, niin 32:n
bitin sormenjiljilld saavutetaan vir-
hetn., joka on pienempi kuin 1/65 536
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BLOOM-FILTTERIT

x Bloom-filtteri on n:n bitin taulukko
Al0,...,n—1]

* Lahtotilanteessa A[i] = 0 kaikilla ¢

* Kéytetddn k:ta riippumatonta hajau-
tusftiota hy,..., hp: U —{0,...,n—1}

% Oletetaan funktioiden hajauttavan
alkiot tasaisesti joukolle { 0,...,n — 1}

% Esitettdvan joukon S C U alkiolla
s € S bitit A[h;(s)] asetetaan arvoon 1
kaikilla1 <i <k

% Jos A[h;(x)] = 0jollakin 4, niin = ¢ S

* Toisaalta, jos A[h;(z)] = 1 kaikilla
i, niin on mahdollista ettd = ¢ S,
vaikkakin joudumme olettamaan etta
zes
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* Kun kaikki S:n m alkiota on hajau-
tettu Bloom-filtteriin on tn., etta tietty
bitti on vield arvoltaan 0

k
1 — l " ~ e—km/n
n

* Merk. p = e~ Fm/n

% Oletetaan nyt, ettd kun kaikki alkiot
on hajautettu, on 0-bittien osuus p

* Virhetn. on siis
k
1-— 1—l " ~ (1 —e km/nyk
n

* Merk. f = (1 —p)*
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% Olk. m ja n annettu ja tarkoituksemme
optimoida hajautusftioiden lkm k
virheen tn.:n f minimoimiseksi

o Useampien ftioiden kdyttaminen
antaa suuremman mahdollisuuden
16ytaa 0-bitti alkiolle ¢ S

¢ Toisaalta harvempien ftioiden kdyt-
10 lisad 0-bittien osuutta taulukossa

* Olk. f = eg, ellg — klll(l _ e*km/n)

* Virhetn.:n f minimoiminen on ekviva-
lenttia g:n minimoimisen kanssa k:n
suhteen

km eflcm/n

dg —k

I n(l—e km/ny 20 =

dk n( c )+ n 1—e-km/n

* Derivaatta saa arvon 0 kun &k =
(In2)(n/m) ja tdmd piste on globaali

minimi
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* Tallsin f = (1/2)F ~ (0,6185)"/™

% Virhetn. siis pienenee eksponentiaali-
sesti osamdaran n/m — alkiota kohti
kdytettyjen bittien lkm:n — suhteen

* Bloom-filtteri on sormenjalkitekniikan
yleistys

% Vakiovirhetn.:n saavuttamiseksi kun-
kin alkion sormenjilked varten tar-
vitaan (logm) bittid, joka voi olla
kdytannon kannalta liikaa

% Bloom-filtterilla padstaan vakiovir-
hetn.:n pitimalla suhde n/m vakiona,
esim. n = cm pienelld vakiolla ¢

* Kun esim. ¢ = 8ja k = 5 tai k = 6, niin
virhetn. on n. 0, 02

% Sormenjdlkid oleellisesti pienemmalla
tilankaytolla saavutetaan hyva vir-
hetn.
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* Virhetn. f on p:n funktiona

o= (1—p)F=(1—p)pm/n)
(e—ln(p) ln(l—p))m/n

% Eksponentin symmetrisyyden pe-
rusteella on helppo ndhda, ettd arvo
p = 1/2 minimoi virhetn.:n

* Paras tulos siis saavutetaan hajautus-

taulukon vaikuttaessa satunnaiselta
bittijonolta (koska 0-bitin tn. on 1/2)

% Luovutaan oletuksesta, ettd hajautuk-
sen jdlkeen (-bittien osuus on p

* Heitetdadn mk palloa n uurnaan, tyh-
jien uurnien odotusarv. osuus on

p = (= 1/
* Korollaarin 5.9 (tai 5.11) perusteella

poikkeaminen tdstd odotusarvosta
suurilla arvoilla » on epétn.
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Satunnaisverkot

* JTKT:sta tiedaimme esim. verkko-
ongelmien Hamiltonin kehd, riippu-
maton joukko ja solmupeite olevan
laskennallisesti vaativia

% Ovatko ongelmat vaativia useimmille
vaiko vain harvoille verkoille?

* Satunnaisverkot ovat probabilistinen
malli tdiménkaltaisten kysymysten
tutkimiseksi

* Mallissa G, , tarkastellaan kaik-
kia suuntaamattomia n:n solmun
v1,...,v, verkkoja

% Verkon, jossa on tietyt m kaarta, tn. on

pm(1—p) )"
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HAMILTONIN KEHAT
* Gy p-verkko voidaan generoida tar- MILTONIN

kastelemalla kaikkia (72‘) mahdollista * Hamiltonin kehd (HC) on kussakin
kaarta jdrjestyksessd ja riippumatto- verkon solmussa kerran kdyva keha
masti lisdten kukin niistd verkkoon * HC:n 18ytaminen on NP-tdydellinen
tn.:1ld p ongelma

x Kaarten lkm:n odotusarvo on (g) pia % Satunnaisalgoritmilla HC voidaan
kunkin solmun odotusarvoinen aste kuitenkin 16ytda tehokkaasti joillekin
on(n—1)p satunnaisverkoille

* Toisessa mallissa G, n tutkitaan n:n * Olk. G suuntaamaton verkko, P =

v1,...,v; yksinkertainen polku G:ssd

solmun suuntaamattomia verkkoja, . . B
ja (vg,v;) kaari G:ssd

joissa on tdsmélleen N kaarta
x Télloin yksinkertainen polku (i:ssd on

; ikkiaan ((2) .
* Mahd. verkkoja on kaikkiaan ( K ) Myos P’ = vy, ..., Vi, Vs Vb1, -+ s Vit
* Tdssd mallissa verkon generoimi- * P’ on P:n rotaatio ja kaari (v, v;)
seksi voidaan aloittaa kaarettomasta rotaatiokaari

verkosta ja arpoa verkkoon NN kaar-

ta tasaisen jakauman mukaan ilman

takaisinpanoa Q—O—Q -
155
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HC-ALGORITMI
* Mallien G, , ja G, v keskindinen Syéte: G = (V, L), jossa on n solmua.
suhde on hieman kuin eksaktin ja Tulos: HC tai epdonnistuminen.
Poisson-tapauksen suhde pallot ja

. 1. Veda satunnainen solmu polun paéksi.
uurnat -mallissa

e . 2. Toista kunnes (rotaatiokaari sulkee
* Kun p = N/(}), niin G, ,-satunnais-

verkon kaarten lkm on keskittynyt
arvon N ympaéristoon

HC:n) tai (polun pdan kayttamatto-

mien kaarten lista on tyhja):

(a) Olk.nykyinen polku P = vy,..., v,
missd vy, on polun pdd, ja olk. (v, u)
ensimmdinen kaari pddn listassa.

* Ehdolla, ettd kaaria on tasan NV, on
tama verkko yhtd suurella tn.:1la mika

tahansa mallin G, v verkoista (b) Poista (v, u) vi:n ja wn listasta.

* Mallissa G, v "heitetddan" kaaria verk- (c) Jos u # v; kaikilla 1 < i < k, niin
koon lisdd u = vj41 polun padksi.

» Kullakin kaarella on kaksi paatd, joten (d) Muutoin (u = v;) rotatoi nykyinen
tavallaan heitetddn kerrallaan kaksi polku kaaren (v, v;) suht., polun
toisiinsa liittyvaa palloa pda on nyt v; 4. (Jos k = n ja vali-

t n,v1), niin HC sulkeutuu).
x Silti pallot ja uurnat -malli soveltuu aan (vn, v1), niin sulkeutuw)

satunnaisverkkojen analyysiin 3. Palauta loytynyt HC tai ilmoita epdon-
nistumisesta.
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* Ed. algoritmi on liian vaativa analysoi-
tavaksi

Ongelman muodostavat ehdolliset
riippuvuudet, jotka seuraavat kun
kaaria katsotaan solmujen vieruslis-
toista

Muokattu algoritmi yllapitad kahta
listaa kutakin solmua kohti

o KAY(v) on algoritmin silloin kun
v on ollut polun pddnd kayttamat
v:hen liittyvit kaaret
o BEI-KAY(v) on muut v:hen liittyvét
kaaret
Analysoimme ensin algoritmin olet-
taen, ettd jokainen mahdollisesta v:hen
liittyvastd n — 1 kaaresta on aluksi
listassa EI-KAY (v) riippumattomasti
jollain tn.:11d ¢
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Lisdksi kaaret ovat listassa satunnai-
sessa jarjestyksessd

Ennen algoritmin kdynnistamista
verkko G generoidaan lisdaamalla
kunkin solmun v listaan EI-KAY (v)
jokaisen mahdollisen kaaren (v, u)
tn.:1l4d ¢

Téten kaari (v, u) voi olla solmun v
listassa, mutta ei u:n listassa

Kun kaari (v, u) poistetaan polun paan
v listasta, se edelleenkin jdd solmun u
listaan (jos se sielld on)

Kussakin askelessa valitsemalla rotaa-
tiokaari sopivalla tn.:114 listoista KAY
ja EI-KAY seka kadntamalld polku so-
pivalla pienelld tn.:1l4, saadaan polun
pdédn valinta tapahtumaan tasaisen
jakauman mukaan verkon kaikkien
solmujen joukosta
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MUOKATTU HC-ALGORITMI

Sydéte: Verkko ¢ = (V,E), jossa on n
solmua ja kullakin niistad kaksi kaarilistaa.
Tulos: HC tai epdonnistuminen.

1. Vedd satunnainen solmu polun padksi.

2. Toista kunnes (rotaatiokaari sulkee
HC:n) tai (polun pain EI-KAY-lista on
tyhja):

(a) Olk.nykyinenpolku P = vy,..., v,
missd vy, on polun péa.
(b) Suorita yksi seuraavista kohdista:
i. Tn.:lld 1/n: kdd@nna polku s.e.
v;:std tulee polun paa.

ii. Tn.:lld [KAY(vy)|/n: valitse ta-
saisen jakauman mukaan kaari
listasta KAY (vy,); jos seon (v, v;),
niin rotatoi nykyinen polku kaa-
ren (v, v;) suht., polun pda on
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nyt v;41. (Jos kaari on (vg, v,—1),
niin ei tehdd mitadan).

iii. Tn:lld 1 — 1/n — [KAY (vy)|/n:
valitse ensimmainen kaari (vy, u)
listasta EI-KAY (v}, ).

A. Josu # v; kaikilla 1 < i < k,
niin lisdd u = vp4 polun
padksi.

B. Muutoin (u = v;) rotatoi ny-
kyinen polku kaaren (v, v;)
suht., polun pda on nyt v; ;.
(Jos k = nja valitaan (v, v1),
niin HC sulkeutuu).

(c) Padivitd KAY-ja BI-KAY-listat.

3. Palauta l6ytynyt HC tai ilmoita epdon-
nistumisesta.
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% Polun pddn voi kussakin askelessa
ajatella olevan tasaisen jakauman mu-
kaan vedetty kaikkien verkon solmu-
jen joukosta riippumatta historiasta:

Lemma 5.15: Olk. verkko generoitu edelli
kuvatulla tavalla ja muokattua HC-algoritmia
sovelletaan siihen. Olk. V; polun pid t:n
askelen jilkeen. Kunhan t:nnessi askelessa
on ainakin yksi ei-kiytetty kaari polun piin
listassa, niin mille tahansa solmulle v pitee

Pr(Vigi =u | Vi =uy, ..., Vo =wp) = 1/n.

Todistus. Olk. polku P = vy, ..., vg.

Solmusta v; voi tulla polun péaa vain polku
kaantamalld, joten algoritmin mukaisesti
V;H—l = V1 tn.:11a 1/7’L
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Josu = v;41 € Pja (vg,v;) € KAY(vy,), niin
tn., ettd V,1; = uon

([KAY (vg)]/n) (1/[KAY (vg,)]) = 1/n.

Edellisten tapausten ulkopuolelle ja, et-
td kaari valitaan joukosta EI-KAY (vy,).
Télloin vierussolmu on jakautunut tasai-
sesti yli jaljella olevien n — |[KAY (vy)| — 1
solmun viivéstetyn valinnan periaatteen
perusteella.

Alunperin listaan EI-KAY (v},) valittiin ku-
kin kaari tn.:114 ¢ s.e. ne ovat satunnaisessa
jarjestyksessd. Tdamd on sama kuin X:n
vierussolmun valitseminen v;:lle tasaisen
jakauman mukaan ilman takaisinpanoa,
missd s-muuttuja X ~ B(n —1,q).

Koska vy:n lista valittiin muista solmuista
riippumatta, algoritmin historia ei kerro
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mitddn listassa vield olevista kaarista ja
viivastetyn valinnan periaate patee. Téaten
mikd tahansa kaarista jota emme vielad
ole nihneet listassa EI-KAY (vy,) voi yhtd
suurella tn.:1ld kiinnittyd mihin tahansa

n — |[KAY (vi,)| — 1jéljelld olevaan solmuun.
Jos u = v;11 € Pja (vg,v;) ¢ KAY(vy), niin
tn., ettd V11 = u on tn., ettd kaari (vg, v;)
valitaan EI-KAY (v, ):sta seuraavaksi rotaa-
tiokaareksi, eli

(1 e |KA2(%)|> <n - |I<AY1<vk> - 1>
1

Lopulta, jos u ¢ P, niin tn., ettd V; 11 = u
on sama kuin tn., ettd kaari (vy, u) valitaan
listasta EI-KAY(v;,). Tn. on sama kuin
edella. O
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* Huomaa, ettd seuraavassa ei oleteta
satunnaisverkon sisiltivan HC:ta

* Lauseesta siis seuraa, ettd tdlld tavoin
generoitu satunnaisverkko sisaltaa
suurella tn.:11a HC:n

Lause 5.16: Olk. muokatun HC-algoritmin
syoteverkko s.e. lihtotilanteessa EI-KAY (v)-
lista sisiltid kunkin kaaren (v,u), v # u,
riippumattomasti tn.:lld ¢ > 20 Inn/n. Tilloin
algoritmi loytid HC:n toistolauseen O(nlnn)
iteraatiossa tn.:Ili 1 — O(1/n).

Todistus. Jos algoritmi epdonnistui, toinen
seuraavista tapahtui:

&1+ Algoritmi toimi 3n In n askelta ilman,
ettd yksikddn EI-KAY-lista tyhjeni,
muttei [0ytanyt HC:ta.

&>: Ainakin yksi EI-KAY-lista tyhjeni en-
simmadisten 3n In n silmukan iteraation

kuluessa.
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Lemma 5.15 = tapahtuman &; yhteydessa
polun pdd kullakin askelella on tasaisesti
jakautunut verkon solmujen joukossa. Ta-
pahtuman &; rajoittamiseksi tarkastellaan
siis tn.:ttd, ettd HC:n 16ytdminen vaatii
yli 3nInn askelta kun polun paa valitaan
tasaisen jakauman mukaan.

Tilanne on sama kuin kuponginkeraajan
ongelma n:11d kupongilla. Tn., ettei tiettya
kuponkia ole 16ydetty 2n Inn satunnaisen
kupongin joukosta on

2nlnn
1 1
1 - < e—QInn — .

Yhdisteen tn.:n perusteella tn., ettd on
olem. kuponki, jota ei ole 16ydetty on 1/n.

Naéin ollen 2n In n askelen jalkeen jokainen
solmu on ollut polun pdana (siis erityisesti
on polulla) tn.:114 1/n.
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Hamiltonin polun muuntaminen HC:ksi
edellyttdd polun sulkemista. Kullakin
askelella tn., ettd polku sulkeutuu on 1/n.

Tn., ettei polusta tule syklid seuraavien
nInn iteraation kuluessa on

nlnn
<1_l> Se—lnn:l'
n n

Kaikkiaan siis Pr(&1) < 2/n.

Pr(&;):m rajoittamiseksi tarkastellaan ta-
pahtumia:

Exq: Ainakin yhden solmun EI-KAY-
listasta poistettiin vdah. 9 Inn kaarta en-
simmadisten 3n In n silmukan iteraation
kuluessa.

Exp: Ainakin yhden solmun EI-KAY-
listassa oli alunperin vdhemman kuin
10 In n kaarta.
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Jotta & tapahtuisi, taytyy joko E,:n tai
Eap:n tapahtua, joten

PI’(SQ) < Pr(é’ga) + Pr(é’gb) .

Lemman 5.15 perusteella tn., ettd tiet-
ty solmu v on polun pdd on 1/n riip-
pumattomasti kullakin askelella. Olk.
X se lkm, jonka v on polun pdaana

ensimmadisten 3nInn askelen kulues-
sa. X ~ B(3nlnn,1/n) on yldraja v:n
EI-KAY-listasta poistetuille alkioille.

Lauseen 4.4(1) Chernoffin rajaa paramet-
rein 6 = 2ja p = 31Inn kdyttden saamme

62 3lnn 1
Pr(X > 91 <= < —.
(X 2 9ln) < <27> — n?
Yhdisteen tn.:n perusteella Pr(&,,) <

1/n.
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Olk. Y solmun EI-KAY-listan kaarten
Ikm ldhtotilanteessa. Sen odotusarvo on
(n—1)g > 20(n — 1)lnn/n > 19Inn
riittavan suurilla arvoilla n.

Lauseen 4.5(2) Chernoffin rajan perusteella

Pr(Y <10lnn) < e ' nn(9/19)*/2

S L
S 3
Yhdisteen tn.:n perusteella tn., ettd yhdel-
lakddn solmulla on liian vahéan siihen liitty-
vid kaaria on kork. 1/n. Ts. Pr(&y) < 1/n,

joten Pr(&y) < 2/n.

Kaikkiaan siis tn., ettei algoritmi 16yda
HC:t4 3n In n iteraatiossa on kork.

4
Pr(&1) + Pr(&1) < —.
n
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% Lopuksi vield sovelletaan HC-algoritmia
mallin &, ;, satunnaisverkkoihin

Korollaari 5.17: Kun EI-KAY-listat aluste-
taan sopivasti, niin muokattu HC-algoritmi
loytid mallista G, , satunnaisesti valitusta
verkosta HC:n tn.:lli 1 — O(1/n) kunhan
p>40Ilnn/n.

169



