6. Probabilistinen menetelmd

* Probabilistista menetelméaa sovelletaan
olioiden olemassaolon todistamiseen

* Jotkin ominaisuudet omaavan olion
olemassaolo voidaan todeta jos voim-
me osoittaa olioiden perusjoukon,
jossa satunnaisesti vedetylld oliolla on
vaaditut ominaisuudet positiivisella
tn.:11a

* Koska vaaditut ominaisuudet omaa-
van olion valintatn. on positiivinen,
niin perusjoukossa tdytyy olla tuollai-
nen olio

* Ndin ollen vaaditut ominaisuudet
omaava olio on olemassa

* Usein saadaan satunnaisalgortimi
halutun olion kostruoimiseksi ja joskus
se voidaan determinisoida
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Laskemismenetelmd

* Merk. n:n solmun tiydellistd — kaikki
(3) = n(n — 1)/2 kaarta sisaltivas —
verkkoa K,,:114

* k:n solmun klikki verkossa K, on
taydellinen verkko K,

Lause 6.1: Jos (’21)2’(5)+1 < 1, niin verkon
K,, kaaret voidaan virittid kahdella virilli s.e.
se ei sisilli yksiviristd k-klikkid K.
Todistus. Mahdollisia kaarten varityksia
on 27("~1)/2 kpl, joten yksittdisen vari-
tyksen tn. tasaisen jakauman mukaan on
2-"(n=1)/2 Samaan jakaumaan paadytaan
valitsemalla kunkin kaaren viri riippumat-
tomasti s.e. molempien virivaihtoehtojen
tn.on 1/2.

Mahdollisia k-klikkejd verkossa K, on (Z),
kiinnitetdan niille jokin jarjestys.
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Olk. A; tapahtuma "klikki ¢ on yksiviri-
nen". Klikin ensinnd varitettdva kaari voi
olla kumpaa véria vain, loppujen (g) -1
kaaren tulee olla sen kanssa samanvirisia,
joten Pr(A;) = 9-(2)+1, Yhdisteen tn..n
perusteella

joka lauseen oletuksen perusteella on
aidosti yhtd pienempi. Ndin ollen

(&) (%)
Pr (4 |=1-Pr| [ J4 | >0
i=1 i=1

Koska sellaisen vérityksen, joka ei sisdlld

yksivarista k-klikkid, valitsemisen tn. on

aidosti positiivinen, niin tillainen véritys

on olemassa. U
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= Ed. lauseen ehto pédtee esim. kun
n < 2F/2jak > 3, silla talloin

o (kk=1)/2)+1
k!
2k/2+1

<
- k!

7N
>~ 3
N———
5
T
J’_
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x Esim. 1000 < 219, joten Kgo9 voidaan
varittdd kahdella varilld s.e. siind ei
ole yksivarista klikkid Ky

% Valitsemalla kunkin kaaren vari
symmetrisesti ja riippumattomasti
saadaan Monte Carlo -algoritmi
vaaditun vérityksen loytamiseksi

= Todistuksen arvion perusteella tassa

tapauksessa onnistumistn. on ainakin
920/2+1
I o K. —16

501 >1-8,5-10
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* Edelld verkkojen perusjoukosta otanta
on helppoa, mutta aina tehokas otanta
ei ole mahdollista

% Jos tehokas otanta on mahdollista ja
onnistumistn. kullakin otospisteelld
on p, niin tarvittavien toistojen lkm on
geometrisesti jakautunut s-muuttuja,
jonka odotusarvo on 1/p

* Téten (1/p)mn tulisi olla sy6tteen pituu-
den suhteen polynominen

% Las Vegas -algoritmia halutut ominai-
suudet omaavan olion konstruoimi-
seksi varten tarvitaan vield polyno-
miaikainen tunnistaja etsitylle oliolle

= Talloin otospisteitd voidaan testata
kunnes vaaditut ominaisuudet omaa-
va otospiste tulee vedettya
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Odotusarvomenetelmda

% Jos diskreetilld s-muuttujalla on posi-
tiivinen tn., niin sen taytyy saada aina-
kin yksi korkeintaan ja yksi vdhintdan
odotusarvon suuruinen arvo

Lemma 6.2: Olk. E[X| = p, tilloin
Pr(X > pu) >0jaPr(X <p)>0.

Todistus. Jos Pr(X > 1) = 0, niin

E[X] = ) aPr(X =z)
= Z zPr(X =)
< Y pPr(X =gz)=p,

joka on ristiriita.

Tapaus X < p todetaan vastaavasti. O
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MAKSIMILEIKKAUS

* NP-kovassa maksimileikkaus-ongel-
massa verkon solmut jaetaan kahteen
pistevieraaseen joukkoon

% Olk. solmujoukosta toiseen menevét
kaaret leikkauskaaret

*x Suuntaamattoman verkon leikkauksen
arvo on leikkauskaarten yhteenlasket-
tu paino

% Seur. kunkin kaaren paino on aina 1

* Seur. tulos osoittaa, ettd maksimileik-
kaus on ainakin puolet verkon kaarista

Lause 6.3: Olk. G = (V, F) suuntaamaton
verkko, jossa on n solmua ja m kaarta. Sol-
mujoukko V voidaan jakaa kahteen erilliseen
joukkoon A ja B s.e. ainakin m /2 kaarta kulkee
A:n solmusta B:n solmuun.
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Todistus. Muodostetaan joukot A ja B si-
joittamalla kukin solmu riippumattomasti
ja satunnaisesti toiseen joukoista.

Kiinnitetddn verkon kaarille jokin nume-
rointi. Olk. s-muuttujat X s.e.

X 1, joskaarii kulkee A:sta B:hen
' 0, muuten.

Tn., ettd kaari e; € E kulkee joukon A
solmusta joukon B solmuun on 1/2, joten
E[X;] =1/2.

Joukkojen A ja B maadraaman leikkauksen
arvon U4, p odotusarvo on lineaarisuuden

perusteella

m

BCa 5] =) BX]=m- % _

m
2
Lemman 6.2 perusteella on olemassa G':n
leikkaus, jonka arvo on vahintdan m/2. O
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* Solmujen jako joukkoihin A ja B on
helppo vetda
* Odotusarvomenetelmi ei anna alara-
jaa tn.:lle p = Pr(Ca,p > m/2)
m

— = E|C
5 [Ca,B]
== Z Z'PI'(CA7B == Z)
i<m/2—1
+ Y iPr(Cap =1)
i>m/2

< (1-p) (% —1) +pm

* Tatenp > 1/(m/2+ 1), joten vetamalla
odotusarvoisesti m/2 + 1 jakoa jouk-
koihin 16ydetdéan leikkaus, jonka arvo
on vdh. m/2

* On helppo testata tayttaako leikkaus
ehdon, joten saamme LV-algoritmin
leikkauksen 16ytamiseksi
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MAKSIMITOTEUTUVUUS (MAXSAT)

* Tiedamme lausekalkyylin kaavojen
toteutumisongelman (SAT) olevan
NP-taydellisen

* Olk. tarkastellut kaavat CNF-muotoisia,
s.o. tekijoiden (clause) konjunktioita,
missd kukin tekijd on literaalien dis-
junktio

* MAXSAT-ongelmassa on annettu SAT-

kaava ja pyrkimyksend on toteuttaa
mahdollisimman monta sen tekijoista

* Oletamme, ettei mikdan tekija sisalla
sekd muuttujaa ettd sen negaatiota

Lause 6.4: Olk. annettu m:n tekijin joukko.
Olk. k; tekijin i, i = 1,...,m, literaalien
lkm ja k = mink;. On olemassa Boolen-
muuttujien arvoasetus, jonka toteuttamien
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tekijoiden lkm on ainakin

m

d (@ —27F) > m(1-27F)

i=1

Todistus. Asetetaan muuttujille arvot

riippumattomasti ja symmetrisesti. Tn.,
ettd is tekija toteutuu on vah. 1 — 275,
Toteutuvien tekijoiden lkm on siten vih.

m

S 2R >m -2,

i=1

joten lemman 6.2 perusteella on olemassa
arvoasetus, joka toteuttaa ainakin ndin
monta tekijda. O

% Nain saamme helposti satunnaisalgo-
ritmin MAXSAT-ongelmalle
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Derandomisointi

* Sovelletaan ehdollisten odotusarvojen
menetelmadd maksimileikkausalgorit-
min determinisoimiseksi

% Sijoitetaan verkon solmut determinis-
tisesti yksi kerrallaan joukkoihin A ja

B mv. jarjestyksessd vy, ..., v,
* Olk. z; € { A, B} se joukko, johon v;
sijoitetaan

x Tarkastellaan leikkauksen odotusar-
voa E[C4 B | z1,..., 2] kun ensim-
maéiset k solmua on sijoitettu ja jaljella
olevat sijoitetaan riippumattomasti
tasaisen jakauman mukaan

% Induktiolla osoitamme kuinka sijoittaa
V41 S.€.

ElCap |x1....,24) <E[CaB | 21,...,T41]



* Induktiosta seuraa lopulta

m

Bl <E[Cag] <E[Cap|zi,...,x4],
missd oikea puoli on deterministisen
sijoittelualgoritmin valitseman
leikkauksen arvo

* Induktion perustapaus on E[C4 g] =
E[C4 g | 1], joka pétee, koska ensim-
mdisen solmun sijoittamisella ei ole
merkitystad

* Tarkastellaan vy ;:n satunnaista ja
symmetristd sijoittamista joukkoon A
tai B

% OIk. Y}, valittua joukkoa kuvaava
s-muuttuja. Nyt E[C4 g | 1, ..., 2]

1
= §E[CA,B | 21, ok, Yer1 = A]

1
-+ §E[CA’B ‘ L1y ,l‘k,Yk+1 = B}
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x Taten

max{ E[Ca B | z1,..., 25, Yit1 = X] |
X e {A,B}} ZE[CA,B | ml,...,xk]

* Riittda siis laskea ehdolliset odotusar-
vot, joissa Y}, 1:n valinta on mukana ja
sijoittaa v,41 paremman odotusarvon
antavaan joukkoon

% Tdmén jdlkeen ind.askel on osoitettu

*x Ehd. odotusarvoissa ensimmaisten
k + 1 solmun joukot on kiinnitetty

* Voimme siis laskea moniko niiden
valisista kaarista tulee leikkauksen
arvoon laskettua

* kaikille lopuille kaarille pétee, ettd
tn.:11d 1/2 sen pddtepisteet padtyvat
eri joukkoon ja kaari tulee leikkauksen
arvoon mukaan laskettavaksi
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» Odotusarvon lineaarisuuden perus-
teella ehd. odotusarvot siis ovat havai-
tut kaaret joukkojen vililla plus puolet
jaljelle jaavista kaarista

% Ehd. odotusarvot voidaan helposti
laskea lineaarisessa ajassa

% Itse asiassa kahden ehd. odotusarvon
jarjestys mddrdytyy sen mukaan kum-
massa joukossa vj41:lla on enemmin
naapureita

% Deterministinen algoritmi:

¢ Sijoita ensimmdinen solmu (esim.)
joukkoon A

o Sijoita seuraavat solmut siihen
joukkoon, jossa niilld on vahemman
naapureita (tasatilanteet mv.)

% Tdmén algoritmin tuottaman leik-
kauksen arvo on vdhintdan m /2
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Valitse ja muokkaa

x Nyt vedetddn satunnainen olio ja
muokataan sitd s.e. silld on halutut
ominaisuudet

* Tarkastellaan ensin tunnetusti NP-
kovaa riippumaton joukko -ongelmaa

* Verkon G riippumaton joukko (IS) on
sellaisten solmujen joukko, joiden
valilla ei ole laisinkaan kaaria

Lause 6.5: Olk. G = (V, E) verkko, jossa on
n solmua ja m kaarta. G:ssi on riippumaton
joukko, jossa on ainakin n? /4m solmua.

Todistus. Olk. G:n solmujen keskim. aste
d = 2m/n. Satunnaisalgoritmi:

1. Riippumattomasti tn.:1ld 1 — 1/d pois-
ta kukin solmuista yhdessa siihen
liittyvien kaarten kanssa.

2. Poista kukin jéljelle jaanyt kaari ja
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toinen siihen liittyvistd solmuista.

Jaljelle jaavat solmut muodostavat IS:n,
koska kaikki kaaret on poistettu.

Olk. X askelen 1 jédlkeen jdljelld olevien
solmujen lkm. Lineaarisuuden perusteella
E[X] =n/d.

Olk. Y askelen 1 jdlkeen jéljelld olevien
kaarten lkm. Lahtotilanteessa kaaria on
nd/2 kplja ne jaavit jaljelle, joiden molem-
mat padt selvidvit askelesta:

nd (1\> n
mﬂ;?@)‘ﬁ
Askelessa 2 poistetaan kaikki jdljelle jaa-

neet kaaret ja kork. Y solmua. Lopulta
jdljelle jaavid solmuja on siis vdh. X — Y/, ja

n n n n
B =Y = "5~ 24
koska d = 2m/n. O
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VERKON YMPARYSMITTA

* Verkon ympirysmitta (girth) on sen
lyhimman syklin pituus
* Tiheilld verkoilla pitdisi intuitiivisesti
olla pieni ympéarysmitta
* Voidaan kuitenkin osoittaa, ettd tiheal-
lakin verkolla voi olla melko suuri
ympadrysmitta
Lause 6.6: Milli tahansa k > 3 on olemassa
verkko, jossa on n solmua ja vih. n'T'/* /4
kaarta, jonka ympirysmitta on vih. k.

Todistus. Vedetdan ensin verkko G € G, ,
parametrilla p = n'/k~1. Olk. X verkon
kaarten lkm. Talloin

E[X] :p<g‘> - % <1 _ %) /B

Olk. Y verkon kork. (k — 1)-pituisten
syklien lkm. Tietty i-sykli on verkossa

tn.:114 p’.
187

Valitsemalla 7 solmua ja niille jarjestys (+
kdaanteinen sykli on sama), ndhdaan etta
i-syklejd on kaikkiaan (") (i — 1)!/2 kpl.

— n\ (i —1)! i — i i
E[Y] = <Z>—2 Py n'p
i=3 i=3
k-1
_ an‘/k < knk=1D/k.

i=3

Poistetaan satunnaisesti valitun verkon
jokaisesta kork. (k — 1)-pituisesta syklis-
ta yksi kaari. Ndin muodostuvan verkon
ympadrysmitta on siis vah. k. Kun n on riit-
tavan suuri, niin kaarten lkm:n odotusarvo
muodostuvassa verkossa on

B v = L1 D)ae o
-2 n

1
an/k—kl.

A%

Lemman 6.2 perusteella on siis olemassa

vditetyn kaltaisia verkkoja. O
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Toisen momentin menetelmd
* T8ebysSevin epdyhtilolld saadaan

Lause 6.7: Jos X on ei-negatiivisia kokonais-
lukuarvoja saava s-muuttuja, niin

Pr(X =0) < %}?.
Todistus.
Pr(X =0) < Pr(|X-E[X]|>E[X])
Var[X]
<
- E[X)

x Tarkastellaan nyt satunnaisverkkojen
kynnyskayttaytymistd
% Usein mallin G, , verkoilla on kyn-
nysfunktio f s.e.
o p < f(n): ldhes milldan verkolla ei
ole kaivattua ominaisuutta
o p > f(n): lahes kaikilla verkoilla on
kaivattu ominaisuus



Lause 6.8:

1. Mallissa Gy, p, olk. p = f(n), missi
f(n) = o(n=2/3). Talloin kaikilla ¢ > 0 ja
riittidvin suurilla n tn., ettd satunnaisesti
mallista G, ,, valitussa verkossa on vih.
neljin solmun klikki, on kork. ¢.

2. Vastaavasti jos f(n) = w(n=2/3), niin
ritttdvin suurilla n tn., ettd satunnaisesti
mallista G, ,, valitussa verkossa ei ole viih.
neljin solmun klikkid, on kork. .

Todistus.

1. Asetetaan jokin numerointi kaikille
k = (’}) neljan solmun joukoille C; ja
otetaan s-muuttujat

1, jos C; on 4-klikki

0, muuten.

X; =
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Olk. X = Zle X;.Koska Pr(X; =1) =
p%, niin
(™), 4,6
pix] = () = ews)
= O((p*?)°) = o(1),

silld p = o(n~2/3). Nain ollen, riittivan
suurilla n, E[X] < e. Koska X on
ei-negatiivisia kokonaislukuarvoja
saava s-muuttuja, niin Pr(X > 1) <
E[X] < e. Téten tn., ettd satunnaisesti
G, pistd valitussa verkossa on véh.
neljan solmun klikki on kork. .

2. Nyt lim,, o E[X] = oo. Tamai ei
kuitenkaan vield yksin riitd véit-
teen todistamiseen. Lauseen 6.7 pe-
rusteella voimme kuitenkin osoit-
taa, ettd Pr(X =0) = o(1) tdssa
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tapauksessa. Tama edellyttdd, ettd
Var[X] = o(E[X]?).

Lauseen 6.7 soveltamista varten tar-
vitsemme varianssia. Seuraava lemma
voidaan todistaa lauseen 3.2 yleistyk-
sen avulla.

Lemma 6.9: Olk. Y;:t indikaattoreita ja
Y =Y, Talloin

Var[Y] < E[Y] + ) Cov(V;,Y;).
i#]

Laskeaksemme Var|[X]:n lemman 6.9
perusteella, meidan tulee huomioida
kovarianssit. Kun C; N C; = §), niin
klikit ovat erillisid ja X; ja X; ovat
riippumattomia. Taten Cov(X;, X;) =
0. Sama pétee kun |C; N C;| = 1.
Kun |C; N C}| = 2, niin klikeilld on yksi
yhteinen kaari. Jotta molemmat klikit
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voivat olla verkossa yhté aikaa, niin
tarvittavien 6 + 6 — 1 = 11 kaaren tulee
olla verkossa. Taten

COV(Xi,Xj) = E[XlXJ} —E{XZ]E{XJ]
S E[XZXJ} Spll.

Tarvittavat kuusi solmua pitda valita

s.e. kaksi valitaan klikkien yhteisiksi ja

kaksi kummankin klikin omaksi, joten
vaihtoehtoja on

B2 e

Kun |C; N €| = 3, niin klikeilld on
kolme yhteistd kaarta ja kaikkiaan 9:n
kaaren tulee olla verkossa. Nyt

COV(XZ‘,X]') < E[XZXJ] < pg.
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Solmuvaihtoehtoja on nyt
n(n — 1) (” N 2> — o).

Muistetaan, etti E[X] = ()P =

O(n*p%), joten E[X]* = O(n®p'?).
Varianssi Var|X| puolestaan on kork.

< E[X]—FZCOV(X“XJ)

i#]
< O(n'p°) +O(n°p') +6(n°p’)
_ ( 8p12)

silld esim.

nipd 1 1
513 = a6 = O\ mag—ayeye ) = o)
ndp nip nt(n—2/3)

Téten siis Var[X] = o(E[X]?), joten
kohta 2 seuraa nyt lauseesta 6.7. O
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x Lauseen 6.8 kohdan 2 todistus olisi
voinut perustua my0os seuraavaan
tulokseen, joka piatee vaikka muuttujat
X; eivét olisi riippumattomia

Lause 6.10: Olk. X = Y | X;, missii kukin
X; on indikaattorimuuttuja. Télloin

r(X > 0) ZZ X|X_)1]

* Todistuksen merkinnoin X = Zle X,
missd X; = 1 vain jos neljan solmun
joukko C; on 4-klikki

* Pr(X;=1) =

% Odotusarvon lineaarisuuden perust.
k
EX Xy =1=2 Bl [ X; =1 =
S Pr(X; | X; = 1), koska X; on in-
dikaattori
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% Neljan solmun joukkoja C;, jotka eivat
leikkaa joukkoa C; on (", 4) kpl ja
kullakin tn., ettd X; = 1 on p°

x Joukkoja, joilla |C; N Cj| = 1 on
(D3 = 4(";") kpl ja niillakin

tn., ettd X; = 1 on p®

* Joukkoja, joilla |C; N C;| = 2 on
) ("4 = 6(",*) kpl ja kullakin

2) 2
tn., ettd X; = 1 on p°, jne.

* Kaikkiaan E[X | X; = 1] = (";*)p° +
4(ng4)p6 +6(n54)p5 _|_4(nz4)p3 +1
* Lauseen 6.10 perusteella
()r°
=02 g X =)

* limy, oo Pr(X >0) =1
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