Lovdszin lokaalilemma

* Itse asiassa Paul Erdosin (1913-1996) ja
Laszl6 Lovaszin (x1948) vuoden 1975
yhteisartikkelissa julkaistu

% Olk. tapahtumat £, .. .. FE,, tn-avaruu-

den epédsuotuisat tapahtumat

* Tavoitteemme on osoittaa, ettd on
olemassa myds suotuisia tapahtumia
tarkastelemalla ei-toivottujen tapah-
tumien Fi,..., E, komplementtien
leikkausta

* Jos tapahtumat ovat riippumattomia,
niin myos niiden komplementit ovat ja

Pr<ﬂ E) =[P (E:) >0,
=1 i=1

jos Pr(E;) < 1 kaikilla 4
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* Lievennetddn tapahtuman F riippu-
mattomuusoletus lokaaliksi

% IJ on riippumaton tapahtumista
FEy,...,E,,jos kaikilla I C [1,n]

Pr (E N Ei> = Pr(E)

i€l
x Paikallisten riippuvuuksien kuvaa-

miseen voidaan kadyttda riippuvuus-
verkkoa

x Tapahtumien Fi,..., E, riippu-
vuusverkossa G = (V,E) on V =
{1,...,n}ja E; on riippumaton ta-
pahtumista { £, | (i,j) ¢ £}

* Seuraavassa esitimme symmetrisen
version Lovaszin lokaalilemmasta
(yleinen versio kirjan luvussa 6.9)
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Lause 6.11: Olk. E1, ..., E,, joukko tapahtu-
mia, joille piitee

1. Pr(FE;) < p kaikilla i;

2. tapahtumien E,, ..., E, riippuvuusver-
kon solmugjen aste on kork. d;
3. 4dp < 1.
Talloin

Pr <ﬁ El> > 0.
=1

* Tarkastellaan sovellusta, jossa n kdyt-
tdjaparia kommunikoi keskendan
kdyttaen annetun verkon kaarivie-
raita polkuja

» Kukin pari i € [1, n| valitsee polkunsa
m:m polun kokoelmasta F;

% Jos poluilla ei ole liikaa yhteisid kaa-
ria, niin Lovéaszin lokaalilemmalla

voimme valita tarvittavat polut
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Lause 6.12: Jos kaikilla F;:n poluilla on
yht. kaaria kork. k:n Fyn (i # j) polun
kanssa ja 8nk/m < 1, niin voidaan valita n
kaarivierasta polkua, jotka yhdistivit annetut
n paria.

Todistus. Vetakdon kukin pari polun m:n
vaihtoehtonsa joukosta riippumattomas-
ti tasaisesen jakauman mukaan. Olk. F;;
tapahtuma "parien i ja j valitsemilla po-
luilla on ainakin yksi yhteinen kaari".
Koska Fj:n polulla ei ole yhteisid kaaria
kuin kork. £:n Fj:n polun kanssa, niin
p=Pr(E;;) < k/m.

OIk. d riippuvuusverkon asteluku. Koska
F;; on riippumaton kaikista tapahtumista
Eijy, 1,7 ¢ {i,j} niind < 2n. Koska

4dp<%§1,
m
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niin lauseen 6.11 kaikki ehdot tayttyvat ja

Pr m Eij > 0.
i#]
Ndin ollen n polkua voidaan valita s.e. ne
ovat kaarivieraita. O

x Palataan taas lausekalkyylin kaavojen
toteutuvuuteen

* Tarkastellaan nyt k-SAT-kaavoja, joi-
den kussakin tekijdssd on tasmaélleen k
literaalia (NP-tdydellinen)

% Oletetaan taas, ettei mikaan tekijd si-
sallad seka literaalia ettd sen negaatiota

Lause 6.13: Jos yksikdiin muuttuja ei esiinny
useammassa kuin T = 2F /4k k-SAT-kaavan

tekijassd, niin silld on toteuttava arvoasetus.
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Todistus. Vedetdaan muuttujien arvot riip-
pumattomasti ja symmetrisesti. Olk. F;
tapahtuma "is tekija ei toteudu satunnai-
sella arvoasetuksella". Koska kussakin
tekijassd on £ literaalia, niin

Pr(E;) =27F.

Tapahtuma F; on riippumaton kaikista
niihin tekijoihin liittyvistd tapahtumista,
joissa ei ole samoja muuttujia kuin tekijas-
sd 1. Koska tekijan ¢ sisdltamat k£ muuttujaa
voivat esiintyd kork. 7" = 2* /4k:ssa muus-
sa tekijdssd, niin riippuvuusverkon astetta
d rajoittaa d < kT < 2F=2.
Talloin 4dp < 4 - 2F=227F < 1, joten
Lovaszin lemman perusteella komple-
menttitapahtumien leikkauksen tn. on
aidosti nollaa suurempi ja kaavalla on
olemassa toteuttava arvoasetus. U
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7. Markovin ketjut ja
satunnaiskulut
* Stokastinen prosessi X = { X (t):t € T'}

on s-muuttujien kokoelma
*x Merk. my0s X (t) = X,

* Useimmiten ¢ vastaa aikaa ja prosessi
X mallintaa ajan my6td muuttuvan
s-muuttujan X arvoa

* X (t) on prosessin tila ajan hetkelld ¢

* Jos Xy:n arvoalue on numeroituva
kaikilla ¢, niin prosessi X on diskreetti-
tilainen

x Adirellisessii prosessissa X, saa arvoja
vain ddrellisestd joukosta

* Jos I" on numeroituva, niin prosessi X
on diskreettiaikainen
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* Markovin ketjulla on muistittomuus-
ominaisuus (I. Markov-ominaisuus)

o Xyn arvo riippuu tilasta X;_4,
muttei tiloista Xg,..., X; o
© Tarkemmin
PI‘(Xt — Q¢ ‘ Xt—l = A¢—14--- ,Xo == ao)
= PI‘(Xt = Q¢ | Xt—l = at_l)

* Markov-ominaisuudesta ei seuraa,
ettd X; olisi riippumaton s-muuttujista
Xo,..., X9

* Sen sijaan X,;_;:m arvo riittdd ilmaise-
maan X;:n riippuvuuden historiasta

% Tyydymme tarkastelemaan vain homo-
geenisii Markovin ketjuja, joille patee
kaikilla t,u € T'ja a,b

Pr(X;=al| X;—1=0) =
Pr(X,=a| Xy—1 =)
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x Tila-avaruus olk. N tai darellinen
joukko {0,1,....n}

% Tn., ettd prosessi siirtyy yhdessa as-
kelessa tilasta i tilaan j on siirtymiitn.

Pij = PI‘(Xt :] ‘ Xt,1 = Z)

* Markov-ominaisuuden perusteella
siirtymamatriisi P maardd Markovin
ketjun yksikésitteisesti

* Kukin rivi summautuu arvoon 1:
> >0 P =1

* Merk. p;(t) on tn., ettd prosessi on
tilassa 7 hetkelld ¢

* Olk. p(t) = (po(t),pi(t),...) vektori,
joka antaa jakauman ketjun tilalle
ajan hetkelld ¢
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* Summaamalla yli mahdollisten tilo-
jen ajan hetkelld ¢ — 1 saamme

pi(t) =Y pi(t—1)P;
J=0
* Nain ollen p(t) = p(t — 1)P (rivivek-

tori)

x Siirtymédmatriisin avulla on siis help-
po laskea Markovin ketjun tulevien
tilojen jakaumia

* Maaér. tasan m:n askelen (m > 0) siir-

% Ensimmadisten siirtyméavaihtoehtojen
yli summaamalla

m __ m—1
P =) PuPy
k>0
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x Olk. P(™) matriisi, jonka alkiot ovat
m:n askelen siirtymétn.:t P/’

* Eo. perusteella P(™) = P . p(m—1),
josta induktiolla saadaan edelleen
p(m — pm

* Taten p(t +m) = p(t)P™ kaikilla ¢t > 0
jam >1

% Usein Markovin ketju esitetddn siirty-
maéverkkona, joka on painotettu suun-
nattu verkko D = (V, E, w), missa

o solmut V ovat ketjun tilat ja
¢ kaari (7,j) € E on verkossa joss
Pij >0 ja
o sen paino on w(i, j) = P;;
* Tn., ettd prosessi seuraa tilajonoa, joka

vastaa suunnattua polkua verkossa,
on polun kaarten painojen tulo
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0 1/4 0 3/4
1/2 0 1/3 1/6

P =
0 0 1 0
0 1/2 1/4 1/4
3/16  7/48 29/64  41/192
p3 — 5/48 5/24  79/144 5/36

0 0 1 0
1/16 13/96 107/192 47/192
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x Ed. Markovin ketjun kolmen aske-
lelen polkuja tilasta 0 tilaan 2 on 5
kpl: (0,1,2,2), (0,1,3,2), (0,3,1,2),
(0,3,2,2)ja (0, 3,3,2)

* Verkkoesityksestd saamme tn.:n

L3 308
1.3 4-6-4 4-2-3 4.4 4.4-4
87 29
_ oL 27 045
192 g4 S0

% Sama tulos saadaan laskemalla matrii-
sin P 3-kertainen tulo itsensd kanssa
P3 ja lukemalla alkio Py,

% Jos lahtotila vedetddn symmetrisesti
kaikkien tilojen joukosta, niin kolmen
askelen jdlkeisen lopputilan jakauma
on (1/4,1/4,1/4,1/4)P3 =

(17/192,47/384,737/1152,43/288)

* Joten tilaan 2 paddtymisen tn. on

737/1152 ~ 0, 64
209

2-SAT

% 2-SAT-kaavojen toteutuvuus on po-
lynomisesti ratkeava ongelma toisin
kuin yleinen k-SAT-kaavojen toteutu-
vuus

* Satunnaisalgoritmi:
1. Veda mv. totuusarvoasetus.

2. Toista kork. 2mn? kertaa, lopet-
taen jos kaikki tekijdt toteutuvat.
(a) Valitse mv. ei-toteutuva tekija.
(b) Vedd symmetrisesti toinen te-
kijan literaaleista ja vaihda sen
muuttujan arvoasetus.

3. Jos validi totuusarvoasetus 10ytyi,
palauta se. Muuten ilmoita, ettd
kaava on toteutumaton.
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% Jos eo. algoritmi palauttaa toteutta-
van arvoasetuksen, on se korrekti

* Montako toistolauseen askelta tarvi-
taan, jos toteuttava arvoasetus S on
olemassa?

* 2-SAT-kaavassa erilaisia tekijoita on
O(n?), joten kunkin askelen vaatima
aika on kork. nelivllinen

% Olk. A; n:n muuttujan arvoasetus
askelen i jalkeen

% Olk. edelleen X; niiden muuttujien
lkm, joilla on sama arvo nykyisessa
arvoasetuksessa A; kuin S:ssd

* Kun X; = n, niin toteuttava arvoase-
tus on 18ydetty, pahimmassa tapauk-
sessa tdméd on ensimmadinen 16ydetty
arvoasetus
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* Jos X; = 0, niin mistd tahansa arvon
muutoksesta seuraa X;1; = 1, eli
PI'(XH_l =1 ‘ Xl = 0) =1

* Olk.sitten1 < X; <n-—1

* Koska S toteuttaa mv. valitsemam-
me ei-toteutuvan tekijdn, niin 4, ja
S poikkeavat ainakin tekijdn toisen
muuttujan arvoasetuksen osalta

* Tn., ettd symmetrinen muuttujan veta-
minen johtaa lisddntyneeseen yhtene-
vien arvojen mddrdan on ainakin 1/2,

% Jos arvot poikkeaisivat tekijan molem-

pien muuttujien osalta, niin lisddnty-
mistn. olisi 1
% Tn., ettd yhtenevien arvojen maéara
viahenee on kork. 1/2:
PrXi=j—1]|Xi=j)<1/2
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* Stokastinen prosessi X, X1, Xo,... ei
valttamattd ole Markovin ketju, koska
X;:mn lisddntymistn. voi riippua siitd
poikkeavatko A; ja S valitun tekijan
yhden vai kahden muuttujan osalta

* Tdama puolestaan voi riippua aiemmin
vedetyistd tekijoista

* Tarkast. Markovin ketjua Y, Y7, Y>, .. .:

Yo = Xo;
Pr(Yiy1=1|Y,=0) = 1;
Pr(Yo =j+1|Yi=j) = 1/%
Pr(Yip, =j—-1[Yi=j) = 1/2
* Y =Y,Y],Ys, ... on pessimistinen

versio stokastisesta prosessista X =
Xo, X1, Xo, ... silld n:n saavuttamisen
odotusarvo on Y:ssd suurempi
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* Markovin ketju Y kuvaa satunnais-
kulkua (random walk) suuntaamatto-
massa verkossa G, jonka solmuja ovat
0,...,n jajossa solmu i on kytketty
solmuihini — 1jai + 1

% Olk. h; askelten lkm:n odotusarvo n:n
saavuttamiseksi kun lahtésolmu on j

* hy = 0ja hg = h1 + 1, koska solmusta
0 ei ole padsya muualle kuin 1:een

% Olk. Z; s-muuttuja, joka kuvaa n:n
saavuttamisen edellyttimien askelten
lkm:n, kun ldhtésolmu on j

% Solmusta j, 1 < j < n — 1 siirrytdan
tn.:11d 1/2 solmuihin j — 1jaj + 1

* Téaten

1
(1+7Zj-1) + 5(1 + Zj11)
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* Koska E[Z;] = hj, niin lineaarisuuden

perusteella h; = "t 4 Mttt 4 g

» Ratkaistavanamme on yhtdloryhma

hi+1, kunj =0
h; = _hj2*1+%+1, kunl1<j<n-—1
0, kunj=n

x Kaikilla 0 < j < n — 1 pétee h; =
hji1+2j+1
o Viite patee kun j = 0
¢ Muuten, induktiolla

hj+1 = th—hj_1—2
= 2h; —(h; +2(j —1) +1) -2
= hj—2j—1

% Lopulta siis

hg = hi+1=hy+1+3="---
n—1
= 22i+n:n2
i=0 215

% h; on yldraja algoritmin vaatimien
askelten maarian odotusarvolle ennen
kuin arvoasetus on yhtdpitivd S:n
kanssa kun alkutilanteessa saman
arvon omaavia muuttujia on j kpl

Lemma 7.1: Olk. n:n muuttujan 2-SAT-
kaavalla toteuttava arvoasetus ja annetaan
algoritmin toimia siihen asti kunnes se loy-
tdd toteuttavan arvoasetuksen. Tarvittavien
askelten lkm:n odotusarvo on kork. n?.

% Algoritmin asettama askelten lkm:n
rajoite huomioiden saadaan tulos

Lause 7.2: Jos annettu 2-SAT-kaava ei ole
toteutuva, niin algoritmi palauttaa oikean vas-
tauksen. Jos se puolestaan on toteutuva, niin
tn.:llid 1 —27"™ algoritmi palauttaa toteuttavan
arvoasetuksen ja muuten virheellisesti vdiitteii
kaavaa ei-toteutuvaksi.
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Todistus. Ensimmadinen vdittima on selva.
Olk. siis kaava toteutuva. Jaetaan algorit-
min toiminta m:dan 2n? askelen lohkoon.
Jos toteuttavaa arvoasetusta ei 10ytynyt

1 — 1 ensimmadisen lohkon aikana, niin
mikd on tn. ettei sellaista 16ydy i:nnessa
lohkossakaan?

Lemman 7.1 perusteella, riippumatta al-
kuasemasta, toteuttava arvoasetus 16ytyy
kork. n? askelen kuluessa. Olk. Z askelten
lkm lohkon i alusta toteuttavan arvoase-
tuksen 16ytymiseen saakka. Markovin
epdyhtédlon perusteella
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n

Téten yli m:m lohkon tn.:tté, ettei algoritmi

16yda toteuttavaa arvoasetusta, rajoittaa

ylhaalta (1/2)™. 0
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3-SAT

% 3-SAT on tunnetusti NP-tdydellinen
ongelma, joten (odotusarvoisesti) po-
lynomiaikaisen ratkaisualgoritmin
16ytaminen satunnaistettunakaan ei
ole odotettavissa

* Naiivi menetelmad kay lapi kaikki 2™
mahd. arvoasetusta n:lle muuttujalle

% Satunnaisalgoritminkin vaativuus on
eksponentiaalinen, mutta oleellisesti
naiivia lahestymista tehokkaampi

* Tarkastellaan ensin 2-SAT-algoritmin
suoraviivaista muunnosta

% Nyt tn., ettd onnistumme kasvatta-
maan yhtenevien arvoasetusten luku-
madrdd satunnaisella tekijan muuttu-

jan arvon vaihtamisella on vah. 1/3:
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* Vastaavasti
PriXop1=75—-1|Xs=7)<2/3

* Taas askelten méairdd ennen kuin
X; = n voidaan rajoittaa Markovin
ketjulla Y5,Y7,Y5, . ..

Yo = Xo;

Pr(Yii =1]Y,=0) = 1;
Pr(Yii =j +1]Yi=) = 1/3
Pr(Yii=j 11Yi=j) = 2/3

* Nyt ketju pienenee todennidkoisemmin
kuin kasvaa

% OIk. h; askelten lkm:n odotusarvo 7n:n
saavuttamiseksi kun ldhtosolmu on j

% Ratkaistavanamme on yhtédloryhma

hi+1, kunj =0
h; = 2]%;4-%%—1, kuin1 <j<n-1
0, kunj=mn
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* Esim. induktiolla voidaan osoittaa,
etta hj = hj-l—l + 201+2 3, jolloin
saadaan h; = 272 — 2112 — 3(p — )

% Joka tapauksessa tdimdn algoritmin
keskimddrin vaatima askelten lkm on
©(2"), joka ei ole kelvollinen tulos

* Havaintoja:

¢ Jos alkuperdinen arvoasetus vali-
taan tasaisen jakauman mukaan,
niin X, ~ B(n,1/2)ja E[X,] = n/2.
Eksponent. pienelld, muttei merki-
tyksettomalld tn.:11d, Xy > n/2.

o Algoritmi johtaa pikemmin kohti
arvoa (0 kuin n. Mitd kauemmin
prosessi pyorii, sitd todennak.
lilkahdetaan kohti 0:aa. Parempi
siis kdynnistdd prosessi satunn.
arvoasetuksella ja ajaa sitd lyhyen
aikaa, kuin ajaa pitkddn samasta

alkutilanteesta alkavaa prosessia.
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*

Muutetaan algoritmia s.e. tasaisen ja-
kauman mukaan satunnaisesti valitul-
la totuusarvoasetuksella suoritetaan
kork. 3n askelta

¢ Jos toteuttava arvoasetus (S tai
muu) 16ytyy, palautetaan se

¢ Muuten keskeytetddn prosessi ja
valitaan uusi satunn. alkutilanne

Olk. ¢; alaraja tn.:lle, ettd algoritmi
loytad toteuttavan arvoasetuksen 3n
askelessa ldhtien liikkeelle arvoasetuk-
sesta, jossa tdsmalleen j:11d muuttujalla
on eri arvo kuin S:ssd

Alaraja sille, ettd algoritmi loytda
toteuttavan arvoasetuksen j + 2k < 3n
askelessa on

. J2k\ /2\F /1)
m J— —
A 3) \3
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* Kun k = 7, niin

o> (1) () ()

Lemma 7.3 (Stirlingin kaava): Arvoilla
m > 0,

m m
2mm (@) < m! <2vV2mm <ﬂ>
e

€

* Taten, kun j > 0,

§
J

Y

) _ 3))!
j'(2j)'

vakiolla ¢ = v/3/8y/7
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* Nadin ollen, kun j > 0,

OO
Rl

xm\e

>

*x qo=1

% Johdetaan nyt alaraja tn.:lle g, etta
prosessi saavuttaa toteuttavan arvo-
asetuksen 3n askelessa aloittaessaan
satunnaisesta arvoasetuksesta

x Olk. R; tapahtuma "satunnainen
arvoasetus poikkeaa j:n arvon osalta
S:sta”
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* Jos toteuttava arvoasetus on olemas-

sa, niin prosessin kokeilemien satun-
naisten arvoasetusten lkm on geom.
jakautunut parametrilla ¢
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% Kokeiltujen arvoasetusten lkm:n
odotusarvo on 1/¢ ja kutakin kohden
algoritmi kdyttaa kork. 3n askelta

x Taten tarvittavien askelten lkm:n
odotusarvoa rajoittaa

3nyn
c(3/4m

0 <n3/2(4/3)”>

* Saadaan siis Monte Carlo -algoritmi
kuten 2-SAT-ongelmallekin, joskin
nyt askelten lkm:n odotusarvo on
eksponentiaalinen n:n suhteen

% Sopivalla parametrin valinnalla saa-
daan epdonnistumisen tn. painettua
matalaksi
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