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Lause (Cook-Levin) Kieli
SAT = { ¢ | @ on toteutuva lausekalkyylin kaava }
on NP-taydellinen.

Pitaa osoittaa siis, ettad A <, » SAT mielivaltaisella A € NP

Ainoa, mita A:sta tiedetaan on, etta silla on polynomisessa ajassa
toimiva epadeterministinen tunnistaja N

Palautusfunktio muuntaa koneen N mahdollisen syétteen w
lausekalkyylin kaavaksi ¢, joka kuvaa N:n mahdollisia laskentoja
syotteella w

e @, On toteutuva joss w € L(N) =A

 Kutakin N:n mahdollista laskentaa vastaa yksi ¢ ,:n muuttujien
totuusarvoasetus

» Kaava ¢, muodostetaan ilmaisemaan ne ehdot, joilla annettu
totuusarvoasetus vastaa N:n hyvaksyvaa laskentaa

£

Kertaus

1. Luokan P ongelmat ovat kdytanndssa ratkeavia

2. P S NP. Lisaksi NP:ss& on ongelmia, joille ei tunneta
polynomista ratkaisualgoritmia

3. Kaikki luokan NP ongelmat voidaan palauttaa NP-taydelliseen
ongelmaan polynomisesti. Jos jokin NP-tydellinen ongelma
kuuluu P:hen, niin P = NP.

4. Ongelman A € NP todistaminen NP-téydelliseksi:

a) Valitse samankaltainen tunnetusti NP-taydellinen ongelma B

b) Muodosta polynominen palautus f: B <, ? A; lemman 7.36
perusteella myds A on NP-taydellinen
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Seuraus: CSAT, 3SAT ja VC ovat NP-taydellisia ongelmia.

Riippumaton joukko, IS: Annettuna suuntaamaton verkko G ja
luonnollinen luku k. Onko G:ssa vahintaan k solmua, joiden
vélilla ei kulje yhtédan kaarta?

Seuraavan lemman perusteella on helppo muodostaa palautukset
VC <,r1Sjals <,» KLIKKI

Lemma Olkoon G = (V, E) suuntaamaton verkko ja V' € V. Tall6in
seuraavat ehdot ovat ekvivalentit:

1. V' on G:n solmupeite,

2. V\ V" on riippumaton solmujoukko ja

3. V\ V' on Klikki G:n komplementtiverkossa G = (V, (V x V) \ E) o
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VC <, PIS:
Valitaan kuvaus f UG, k) ={G, | V] - k).

Selvasti tdma muunnos voidaan laskea polynomisessa ajassa.
Nyt edellisen lemman perusteella
(G, kyEVC © (G, |V|-k)€IS.

Taten f: VC <, PIS.

IS <,,» KLIKKI:
Valitaan kuvaus f UG, k) =(G, k).
Kuvaus voidaan laskea polynomisessa ajassa. Edellisen lemman
perusteella

(G, kY € 1S < (G, k) € KLIKKL
Taten f: IS <, » KLIKKI.
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SAT / CSAT

|

3SAT

Osajoukkosumma VC Hamiltonin polku

| |

IS TSP

|

KLIKKI
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8. Tilavaativuus

 Standardimallisen Turingin koneen
M=(Q %T,8, q, accept, reject) laskennan tilavaativuus
syotteella w on

space,(w) = max{ |uav| : q,w>>,uqav,q € Q,u,a,veIr*}

» Epédeterministisen Turingin koneen
N=(Q, T8, q, accept, reject) laskennan tilavaativuus:

* space,(w) = eniten tilaa vievdn laskennan g, w > ...

vaatimien nauhapaikkojen maara
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Olkoon s: N — R+ mv. funktio

« Formaalien kielten deterministinen tilavaativuusluokka on:
DSPACE(s) ={ A | A voidaan tunnistaa tilassa s }

» Epédeterministinen tilavaativuusluokka puolestaan on
NSPACE(s) ={ A | Avoidaan tunnistaa epédet. tilassa s }

¢ Tilaa voidaan uudelleenkayttad, kun taas aikaa ei

» Esim. SAT:in tapauksen ratkaiseminen vaatii vain lineaarisen
tilan, vaikka se luultavasti ei NP-taydellisena ongelmana ole
polynomisen ajan puitteissa ratkaistavissa
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¢ Tilavaativuuden yhdisteluokat ovat

PSPACE = U{ DSPACE(s) | s on polynomi }
= U, , DSPACE(n)

EXPSPACE = U, , DSPACE(2")
NPSPACE = U, , , NSPACE(n)

NEXPSPACE = U, , , NSPACE(2"")
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Lemma Kaikilla t(n), s(n) = n:
1. DTIME(t(n)) < DSPACE(t(n)) ja
2. DSPACE(s(n)) € U, , , DTIME(ks™)

Todistus.

1. t(n):ssa askelessa Turingin kone voi kirjoittaa korkeintaan t(n)
merkkié tydnauhalleen.

2. Koneella, joka toimii tilassa s(n), on n:n merkin syotteella
enintdén k" mahdollista tilannetta (k vakio). Antamalla
laskennan jatkua korkeintaan k(" askelta, saadaan kone

toimimaan aina ajassa ks(. o
Seuraus: P € PSPACE € EXPTIME <€ EXPSPACE
¥ puraces o wonsio 10200 i s, oy 208
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Savitchin lause

Lause 8.5 Olkoon f: N — R+ mv. funktio s.e. f{n) = n. Tall6in
NSPACE(f{n)) € DSPACE(f2(n)).

Todistus. Epadeterministista konetta on siis simuloitava
deterministiselld. Suoraviivaisin tapa on kayda kukin
laskentapuun haara kerrallaan l&pi. Haara, joka kayttéa f{n) tilan

epéadeterministinen valinta. Jotta seuraava haara voidaan
saavuttaa, on vaihtoehdoista pidettava kirjaa. Vaaditaan siis
pahimmillaan 2°0") tila, joten tamé& menetelma ei kay.

N péaasta tilanteesta c, tilanteeseen c, askelten maaralla t.

Ohjelmistotekniikan laitos OHJ-2300 Johdatus tietojenkasittelyteoriaan, syksy 2008

voi kuitenkin sisaltaa 201" askelta ja kussakin askelessa voi olla

Tarkastellaankin johtamisongelmaa: voiko epédeterministinen kone
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Asettamalla c; N:n alkutilanteeksi ja c, sen hyvaksyvéaksi
lopputilaksi, ja ratkaisemalla ongelma deterministisesti
kayttamatta liikaa tilaa, voidaan todeta lauseen péatevan.

Etsitdan N:n keskimmaéinen tilanne c,, s.e.

1. c, johtaa tilanteeseen c,, askelten maaralla ¢/2 ja

2. c,, johtaa tilanteeseen c, askelten maaralla /2.
Rekursiivisten kutsujen vaatima tila voidaan uudelleenkayttaa.

Rekursiopinon tallettamiseen tarvitaan tilaa. Joka tasolla kaytetéan
O(f{n)) tila tilanteen tallettamiseen. Rekursiopinon maksimi-
korkeus on logaritminen epadeterministisen koneen pisimméan
laskentapolun pituuden suhteen, eli log(2001M) = O(f(n)).
Deterministinen simulointi vaatii siis O(f2(n)) tilan. o
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Seuraus
1. NPSPACE = PSPACE
2. NEXPSPACE = EXPSPACE O

¢ Nyt tieddmme yhdistevaativuusluokista lineaarisen jarjestyksen

PSPACE =
Pc NPc

c c EXPTIME ¢
NPSPACE}

EXPSPACE =

NEXPTIME c
{NEXPSPACE
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Lause
1. P # EXPTIME
2. PSPACE # EXPSPACE o

* "Eksponentiaalisen et&alla" toisistaan olevat vaativuusluokat
tiedetaén toisistaan eroaviksi

P # EXPTIME, NP # NEXPTIME ja PSPACE # EXPSPACE
¢ Sen sijaan ei tiedeta patevatkd
P # NP, NP # PSPACE, PSPACE # EXPTIME, ...
¢ Uskotaan, etta kaikki nama epayhtal6t ovat tosia, mutta tuloksia
ei osata todistaa

* Voidaan osoittaa, etta ei ole olemassa "vaikeinta” rekursiivista
kielta
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Lause
1. Jos A € REC, niin on olemassa rekursiivinen funktio t(n),

jolla A € DTIME(¢t(n)).

2. Kaikilla rekursiivisilla funktioilla t(n) on olemassa kieli
A € REC\ DTIME(t(n)).

Funktio f(n) = f(n, n) on rekursiivinen
£(0,n) =22} nkpl
f(m+1, n) = 22°%} f(m, n) kpl

f0) =1, (1) = 4, (2) = 22°} 65 536 kpl

Ed. lause: A € REC\ DTIME(f{(n)) # @

Siis on olemassa "ratkeavia" ongelmia, jotka n merkin syétteilla
vaativat enemman aikaa kuin funktion f{n) verran.
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8.1 PSPACE-taydellisyys

« Kieli B on PSPACE-taydellinen, jos
1. BE PSPACE ja

2. A<, P B kaikilla A € PSPACE

¢ Jos B tayttda vain ehdon 2, niin sité nimitetdan PSPACE-
kovaksi

» Taysin kvantifioidussa Boolen kaavassa kaikki muuttujat ovat
jonkin kvanttorin vaikutuspiirissa, esim.
@ =VxIy [(xVy) A(xV )]

* TQBF on tosien taysin kvantifioitujen Boolen kaavojen kieli

Lause 8.9 TQBF on PSPACE-taydellinen.
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* Mv. 4 € PSPACE pitd& palauttaa polynomisesti TQBF:en léhtien

liikkeelle A:n polynomisessa tilassa toimivasta tunnistajakoneesta
M

¢ Cook-Levin lauseen tapainen todistus ei kuitenkaan tule
kyseeseen, koska kone M voi edelleen vaatia eksponentiaalisen
ajan

« Tarvitaan Savitchin lauseen todistustekniikan kaltainen
|&hestyminen

» Syote w kuvataan kvantifioiduksi kaavaksi ¢, joka on tosi jos ja
vain jos M hyvéksyy w:n

* Muuttujajoukot c, ja c, kuvaavat tilanteita
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* Muodostetaan kaava ¢(c,, c,, t), joka on tosi jos ja vain jos (joss)
M voi siirtya c,:sté c,:een korkeintaan ¢ > 0 askelella

* Palautus tapahtuu kun muodostetaan kaava @(Cyy Coceepr 1)
missa h = 24"

« d on siten valittu vakio, ettéa M:lla ei ole n:n mittaisella syétteella
mahdollisia tilanteita kuin korkeintaan 241"

e f(n) = nk

¢ Kaavan tulee koodata koneen M tydnauhan sisaltd

« Jokaiseen nauhan soluun liittyy useita muuttujia, yksi jokaista
nauha-aakkoston merkkié kohden ja yksi jokaista M:n tilaa
vastaten
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» Koska tilanteessa on n* solua, niin on muuttujiakin O(nk)
* Kun t =1, niin

* Joko ¢, =, tai

* c, seuraa c,:sta yhdesséa M:n siirtymaaskelessa

» Kaavan ¢(c, c,, t) muodostaminen on helppoa
 Kunkin c,;:t& kuvaavan muuttujan arvo on sama kuin
vastaavan c,:ta kuvaavan muuttujan arvo
 (Kuten Cook-Levin lauseen todistuksessa) kirjoittamalla
lauseet, jotka varmistavat, etté c,:n kuvauksen kolmikot voivat
johtaa suoraan vastaaviin c,:n kuvauksen kolmikoihin
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Kun t>1, niin ¢(c,, c,, t) muodostetaan rekursiivisesti
Suoraviivainen ratkaisu olisi maaritella
@(cy ¢, ) =3my [ @(c, my, t/2) A @(my, ¢y, t/2) ],

miss& m, on M:n tilanne
Tarkkaan ottaen Im, tarkoittaa 3 x,, ..., x, missa [ = 0(n*) ja

Xy, ..., X, Ovat tilanteen m, koodaavat muuttujat

¢(c, c,, t) on oikea kaava, sen arvo on tosi kun M voi paasta
c,:sté c,.een t:ssé askelessa

* Sen pituus kuitenkin kasvaa rekursion myoté liian pitkaksi
(eksponentiaaliseksi)
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Kaavan ¢(c, c,, t) pituuden lyhentdmiseksi muutetaan se
muotoon
am, V(c3 ¢) € { (¢, my), (my, ;) [ @lcs, ¢4 8/2) ]

Selvastikin tdméa kaava ilmaisee saman ehdon kuin aiemminkin,
mutta nyt yhdella rekursiivisella kaavalla

Kaavan syntaktisesti korrektiin muotoon muuttamiseksi
vx € {y, z}:[...] voidaan korvata ekvivalentilla

Vx[(x=yVx=z)= ...

Kukin rekursiotaso kasvattaa kaavan pituutta O(f{n)):n verran

Rekursiotasoja on log(241m) = O(f(n)), joten kaikkiaan
muodostuvan kaavan pituus on O(f2(n))
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« Kirjassa esitetaén kahden "keinotekoisen" pelin PSPACE-
taydellisyys

Niille ei siis ole polynomiaikaista algoritmia, jollei P = PSPACE
8 X 8 -laudalla pelattava shakki ei kuitenkaan suoraan taivu

samanlaiseen todistustekniikkaan

¢ Tilanteita on "vain" &arellinen maara

« Periaatteessa voitaisiin siis tabuloida kaikki mahdolliset tilanteet
ja paras siirto kussakin tilanteessa

e Taten Turingin koneen (tai aarellisen automaatin) kontrolliin voi
tallettaa vastaavan tiedon ja koneella voi pelata optimaalisesti
lineaarisessa ajassa
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Taulukon koko vain valitettavasti on linnunrataamme suurempi

Kiinte&n kokoisten ongelmien vaativuutta ei voi kasitella esitetyilla
tekniikoilla

« Ne patevat vain vaativuuden kasvunopeudelle ongelman
tapauksen pituuden kasvaessa

Yleistamalla pelit n x n -laudoille, voidaan niiden optimaalisen
pelaamisen vaativuutta tarkastella asymptoottisin keinoin

* Mm. shakki ja GO on osoitettu ainakin PSPACE-koviksi tdssa
katsantokannassa
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