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2.2 Automaattien minimointi

+ Kaksi automaattia, jotka tunnistavat tasmalleen saman
kielen ovat kesken&an ekvivalentteja

« Aarellinen automaatti on minimaalinen jos se on
tilamaaraltdan pienin ekvivalenttien automaattien joukossa

» Automaatti, jossa on enemman tiloja kuin ekvivalentissa
minimaalisessa automaatissa on redundantti

» Automaatteja muodostavat algoritmit eivat aina tuota
minimaalista automaattia

» Minimaalisen automaatin kasittely on tehokkaampaa kuin
redundantin
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Algoritmi minimoi

Syote: aarellinen automaatti M = (Q, , §, q, F).

1. Poista M:n turhat tilat — ne joihin ei voida paasté alkutilasta.

2. Muodosta suuntaamaton verkko G, jonka solmuja ovat M:n tilat.
3. Lisaa G:hen kaari kustakin ei-lopputilasta kuhunkin lopputilaan.
4. Toista niin kauan kuin G:hen tulee uusia kaaria:

1. Jokaiselle parille g, r € Q, q #r, ja jokaiselle a € X: lis4a kaari (g, r) verkkoon
G, jos (6(g, a), 6(r, a)) on kaari G:ssa.
2. Kullakin tilalla g € Q olkoon
e [ql={q}v{r e Q| qgnjarmnyvililld ei ole kaarta G:ssd }.
5. Muodosta &déarellinen automaatti M'= (Q, %, &8, g’ F’), missa
* Q'={lgllq < Q}, (tuplat poistaen)
* &8'([q], a) =[8(q, a)], kaikilag e Qjaa € Z,
* qh=lq)ja
* F={lgllqeF}.
6. Palauta M.
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Lopputulos

» Sy6teautomaatin M kanssa ekvivalentti &arellinen
automaatti M', jossa on minimimaara tiloja

» Automaatti M’ on tilojen nime&amista vaille yksikasitteinen.
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2.3 Epadeterministiset darelliset automaatit

» Epadeterministisessé automaatissa sallitaan tilasta olevan
monta vaihtoehtoista siirtymé&é samalla syoteaakkoston
merkilla

* Liséksi sallitaan e-siirtymat

» Epadeterminismin toteuttaminen ei ole suoraviivaista
(joskin se on mahdollista), mutta kuvauksen apuna se on
katevaa

» Epédeterminististen automaattien avulla luodaan yhteys
determinististen &arellisten automaattien ja séanndllisten
lausekkeiden vélille
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» Automaatin méaaritelma vaatii siitymafunktion & olevan
funktio

» Epadeterministiselld automaatilla siirtyméafunktion on
kuvauduttava joukolle mahdollisia arvoja
» Epédeterministinen automaatti hyvaksyy merkkijonon jos
jokin mahdollisten tilojen jono johtaa lopputilaan.
* Vain jos yhtééan téllaista jonoa ei ole, niin automaatti hylkaa
syotemerkkijonon
» Esim. ed. automaatti hyvaksyy sydtejonon 010110, koska
se voidaan kasitella mm. seuraavasti
(q, 010110) © (g, 10110) 2 (g, 0110)

(a 110) 2 (¢510) 2 (g5 0) 2 (g5 &)
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* Toisaalta voidaan myds paatya hylkaavaan tilaan:

(g, 010110) (g, 10110) D (g, 0110)
2 (g 110) 2 (g5 10) @ (g, 0) @ (g €)
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e Merk. (A) ={ B| B< A} on joukon A potenssijoukko ja
aakkostolle >: ¥, => U {¢e}

» Epédeterministinen &érellinen automaatti on viisikko
N=(Q % 8q,F)
e Q on &arellinen tilojen joukko,
e ¥ on sydteaakkosto,
* 56:Q x X, — P(Q) on (joukkoarvoinen) siirtymafunktio, jossa
mya0s e-siirtymaét ovat sallittuja
q, € Q on alkutila ja
e F < Q lopputilojen joukko
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» Edellisen automaatin siirtymafunktio on

0 1 €
=q| {a0 {a09,} 0 i
q,| {a2} 0 {q.}
q; 0 {qs} 0
—q;| {a3} {as} 0

» Nyt virhetilanne on helposti ilmaistavissa tyhjan seuraaja-
tilajoukon avulla
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» Epadeterministinen aarellinen automaatti
N=(0Q %6, q, F) hyvaksyy merkkijonon w,
* jos se voidaan kirjoittaa muotoon w =y,y,...y, € Z" ja
jos Q:ssa on tilojen jono r, ry, .., 1, S.€.
* rpy=dp

° ri+1 € 8(r17yi+1)l = 01 ey m'l;

er,eF.
» Deterministiset automaatit ovat epadeterminististen
erikoistapaus > kaikki edellisilla tunnistettavat kielet ovat
tunnistettavissa myos jalkimmaisilla

* Mutta myds kaantéen: deterministiset ja epadeterministiset
aarelliset automaatit ovat yhta vahvoja
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Lause 1.39 Olk. A = L(N) jonkin epadeterministisen aarellisen
automaatin N tunnistama kieli. Talléin on olemassa deterministinen
automaatti M, jolla L(M) = A

Todistus. Olk. N=(Q, %, §, q, F). Laaditaan deterministinen
automaatti M = (Q’, %, &, q,,, F’), joka simuloi N:n toimintaa kaikissa
sen kullakin hetkelld mahdollisissa tiloissa rinnakkain. Tarkastellaan
ensin tilannetta ilman e-siirtymia

Automaatin M tilat vastaavat N:n tilojen joukkoja
Q'=20Q),9,'={4q,}
F'={R e Q| Rsisdltdd jonkinr € F}
§'(Ra)=U,_z6(r,a)

reR
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llman epsilonia

0,1 0,1
wl (D)
0 1
@G

1 1
AR
{qg, qu 93} {qg, d» 93}
0
|

0
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Minimoituna
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Tarkastetaan, ettd L(M) = L(N). Kielten ekvivalenssi seuraa, kun
todistetaan kaikilla x € ¥* jar € Q:

(@p X) >>y(r &) © ({gph, ) >y (R €)jareR

missa merkinta (q,, x) >, (1, €) tarkoittaa, ettd automaatissa N
voidaan merkkijono x késitella tilasta g, 1&htien s.e. paadytéaan
tilaan r ja k&siteltavana ei enaé ole merkkeja (g).

Todistus induktiolla merkkijonon x pituuden suhteen:

1. x| =0: (g, €) >>(r€) ®r=q,
samoin ({,), €) >, (R €) © R={(q,)
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2. Induktio-oletus: véite péatee kun |x| <k
3. |x| = k+1: télldin x = ya jollakin y, |y| = k, jolle vaite patee induktio-
oletuksen perusteella. Nyt

(9o X) = (qpya) 3> (1, €)
& dr'e@se.(qyya) >, (ria)ja(r,a) >y(r€)
> = yhdella siirtymalla
& dre@se.(qyy)>>,(rieja(r,a) >, (€
induktio-oletuksen perusteella saadaan
& dre@se.({qy)>, R €)jar' eR’jared(r,a)
uudelleenjirjestaen
& ({q0,y) > y(R,€)jadr eR se.red(r,a)
siirtymafuntion §' maaritelmén perusteella
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@ ({qohy) >y (R ) jare U, 8(r,a)=8'(R, a)

palautetaan a ja nimetaan §'(R’, a)
& ({qo}ya) >, (R,a)jare§'(R,a)=R
& ({qo}ya) >, (R,a)ja(R,a) >, (R €)jareR
yhteenvetien

@ (a0} ¥) = (qoh ya) >y (R, €)jar e R
joka paattaa vaitteen todistuksen
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« e-siirtymien huomioimiseksi kullekin M:n tilalle R < Q lasketaan
niiden tilojen joukko, joihin voidaan paasta R:sta pelkin -
siirtymin:

E(R) ={ q | q voidaan saavuttaa R:std nollalla tai
useammalla €-siirtymdlld }

« Riittdd muuttaa M:n siirtyméfunktio ja alkutila huomioimaan
mahdolliset e-siirtymat

' —_—
8'(R a) =V, E(8(r, a))
L
90 = E({q,})
Od
a SAMPERESH TERNILL INEN YLIOPISYD
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Epsilonin kera
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Minimoituna
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Lause 1.45 Saanndllisten kielten luokka on suljettu yhdisteen
suhteen.

Todistus. Olk. kielet 4, ja A, sdanndllisia. Talloin on olemassa
(epadeterministiset) aarelliset automaatit N, = (Q, %, 8,, q,, F;) ja
N,=(Q, %, 6, q, F,), jotka tunnistavat ko. kielet.
Laaditaan automaatti N = (Q, Z, §, q,, F) kielen A, U 4,
tunnistamiseksi.

*Q={q,}v0Q,uQ,

* N:n alkutila on g,

« F=F,UF,ja
8,(ga), qe@,
8,(ga), qeq,
8(ga)= .
{9}, q=q,jaa=¢
d, g=q,jaa#e
a SAMPEREES TEXMILLINEN ¥iioPSTo
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Lause 1.47 Saanndllisten kielten luokka on suljettu katenaation suhteen.

Todistus. OIk. kielet 4, ja A, s&anndllisia. Talldin on olemassa
(epédeterministiset) &arelliset automaatit N, = (Q4, Z, 84, q,, F;) ja
N, =(Q, Z, §,, q,, F,), jotka tunnistavat ko. kielet.
Laaditaan automaatti N = (Q, Z, §, q,, F,) kielen A,°4, tunnistamiseksi.
* Q=090
* N:n alkutila on g,
* N:n lopputiloja ovat F, ja

8,(q,a), qeQjaqeF,
5(q,2) 5,(q,a), geF jaa=e
’ Sl(q,a)u{qz}, geF jaa=¢
8,(q,a), qeQ,
O
¥ puraces o wonsio 10200 i e, oy 208 -
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Lause 1.4. Saanndéllisten kielten luokka on suljettu sulkeuma-operaation
suhteen.

Todistus. Olk. kieli A sd&nnéllinen. Talléin on olemassa (epédeterministinen)
aarellinen automaatti N, = (Q4, Z, §;, q4, F,), joka tunnistaa ko. kielen.
Laaditaan automaatti N = (Q, Z, 6, q,, F) kielen A* tunnistamiseksi.

* Q={qo}v0y

* N:n uusi alkutila on g,

* F={qy}VFija

8,(q,a), qeQ jaqeF
8,(q,a), geF jaaze
8(g,a)=48,(q,a)u{a}, geFjaa=¢
(@} q=0, jaa=¢
X q=0, jaaze
O
¥ puraces o wonsio 10200 i e, oy 208 -
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2.4 Saannolliset lausekkeet

¢ Merkittvassa asemassa tekstiin kohdistuvien hakujen
toteuttamisessa hahmojen kuvauskielena (esim. awk, grep,

Perl, ...)

>:n kaikki sdanndlliset lausekkeet ovat
1. @ ja € ovat sdanndllisia lausekkeita,
2. a on Z:n sdaanndllinen lauseke kaikilla a € Z,
3. jos R, ja R, ovat saanndllisia lausekkeita, niin silloin myos
* (RiVURy),
* (Ri°R)) ja
. Rl*
ovat saanndllisia lausekkeita

Ohjelmistotekniikan laitos OHJ-2300 Johdatus tietojenkasittelyteoriaan, syksy 2008 19.9.2008
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Kukin Z:n saanndllinen lauseke R kuvaa kielen L(R)
L(P) =9,

L(g) = {g},

L(a)={a} VaeZ,

L((R, W Ry)) =L(R) VLR,

L((R,°R;)) = L(R,)°L(R;) ja

L(Ry*) = (L(R))*

N Lk N =

Aito sulkeuma: R* on lyhennysmerkintéa RR*:lle
Huom.: R* U e=R*
» Merkitdén Rk, kun k kappaletta lauseketta R on katenoitu
kesken&aan
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Esimerkkeja

0*10* = { w | w sisdltdd vain yhden 1-merkin }

2*0012* = { w | wsisdltdd alijonon 001 }

1*(01%)* = { w| jokaista w:n 0:aa seuraa ainakin yksi 1}
(22)*={ w | w on pituudeltaan parillinen }

01u10={01,10}

020U 12*1u 0 U1l ={w|walkaa ja loppuu samalla merkilld }
(Oueg)l*=01*U 1*

(bueg)(lueg) ={e0,1,01}

1"g=0

g*={e}

Ohjelmistotekniikan laitos OHJ-2300 Johdatus tietojenkasittelyteoriaan, syksy 2008
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« Kaikilla saanndllisilla lausekkeilla R
* RU@=Rja
* Ree=R
¢ Sen sijaan voi olla
« RUe#Rja
e RG#R

Esimerkiksi eo. automaatilla tunnistettavat etumerkittomat
reaaliluvut voidaan kuvata saanndllisella lausekkeella

d(due)(E(+ru-uve)drueg),

missad=(0uU ..U9)

TAMPEREEN TEKNILLINEN YLIOPISTO
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Lause 1.54 Kieli on séanndllinen jos ja vain jos se voidaan kuvata
saanndllisella lausekkeella.

Todistetaan ekvivalenssin molemmat implikaatiot erikseen.

Lemma 1.55 Saanndllisen lausekkeen kuvaama kieli on
saannollinen.

Todistus. Jokainen saanndllinen lauseke voidaan muuntaa
aarelliseksi automaatiksi, jonka tunnistama kieli on sama kuin
lausekkeen kuvaama.

On vain 6 saantoa, joilla sdanndllisia lausekkeita voidaan
muodostaa. Seuraavat kuvat antavat epadeterministisen

automaatin kutakin saantda vastaten. O

TAMPEREEN TEKNILLINEN YLIOPISTO
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r=st

A o e e e e e e e

1 ! 1 !

1 ! 1 !

1 ! 1 !
1 1

1 € 1

| 1 1

[ ! 1 !

1 ! 1 !

1 ! 1 !

1 N | 1 1

S t
1 ! 1 !
e e e e e e a e e e e e ————
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r=(a(b U bb))*
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Lemma 1.60 Jos kieli on sdaanndéllinen, niin on olemassa sen
kuvaava saannollinen lauseke.

Todistus. Maéritelmé&n mukaan séaanndllinen kieli on
tunnistettavissa (epédeterministiselld) aarellisella automaatilla,
joka voidaan muuntaa lausekeautomaatiksi, joka puolestaan
lopulta antaa alkuperdisen automaatin kanssa ekvivalentin
saannollisen lausekkeen.

» Merk. RE; on Z:n saanndllisten lausekkeiden joukko
» Lausekeautomaatissa siirtyméfunktio & on &arellinen kuvaus
8: Q xRE; — 2(Q)
* (g, w) > (q',w")jos q’' €8(q,r) jollakin r € RE; s.e. w=2zw',z € L(r)

Ohjelmistotekniikan laitos OHJ-2300 Johdatus tietojenkasittelyteoriaan, syksy 2008 19.9.2008
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Lausekeautomaatti M voidaan redusoida saanndélliseksi
lausekkeeksi, joka kuvaa M:n tunnistaman kielen

1. Tiivistetddn M lausekeautomaatiksi, jossa on vain kaksi tilaa
(tunnistettava kieli sailyy)
1. M:n lopputilat korvataan yhdella (e-siirtymat)
2. Poistetaan kaikki muut tilat g paitsi alku- ja lopputila.
Olkoon ¢; ja g; ¢:n edeltdja- ja seuraajatila jollain g:n kautta kulkevalla
reitilla.
Nyt g voidaan poistaa ja nimeta g;:n ja g;:n vélinen kaari uudella
lausekkeella.
2. Lopulta automaatissa on jéljella korkeintaan kaksi tilaa.
Automaatin tunnistama kieli on helppo muodostaa.
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ab

aaUb ba
_'Q\ 7

bb U a
(aa v b)(ba)*(bb v a)

(ab U (aa U b)(ba)*(bb U a))*
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