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2.5 Saanndllisten kielten rajoituksista

» Minka tahansa aakkoston formaaleja kielia (= paatos-
ongelmia, tunnistusongelmia) on ylinumeroituva maara

* kun taas saanndllisia lausekkeita (= merkkijonoja) on
numeroituva maara

» Nain ollen kaikki kielet eivét voi olla saannollisia

» Onko olemassa intuitiivista esimerkkia kielesta, joka ei ole
saannollinen?

 Tasapainoisten sulkujonojen kieli

Lsulut:{(k)klkzo}
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Lause 1.70 (Pumppauslemma) Olk. A sdanndllinen kieli. Talldin
on olemassa p = 1 s.e. mikd tahansa w € 4, |w| = p, voidaan jakaa
osiin w = x°y°z s.e.

e [xyl<p,

s ll=z1lja

e xoyicz € A vi=0,1,2,..

Todistus. Olk. M= (Q, %, §, q,, F) jokin A:n tunnistava
deterministinen &érellinen automaatti s.e. |Q| = p. Automaatin
tunnistaessa merkkijonoa w € 4, |w| = p, sen taytyy kulkea w:n
p:té ensimmaistd merkkia késitellesséan jonkin tilan kautta
vahintaan kaksi kertaa. Olkoon g ensimmainen sellainen tila.
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Valitaan

e x on M:n késittelema w:n alkuosa sen tullessa g:hun
ensimmaisen kerran,

e y on se osa w:n loppuosasta, jonka M kasittelee ennen
seuraavaa paluutaan tilaan g ja

« z on loput merkkijonosta w.
Selvasti [xoy| < p, |y| 21 ja x°yiez € A kaikillai=0,1, 2, ...

X ’
- - -——= >

Huomio: Pumppauslemma ei sano, etté voisimme valita x:n
ja y:n haluamallamme tavalla.
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EsimerkKki

Oletetaan, etta L, olisi saanndllinen.

Pumppauslemman mukaan on tallin olemassa jokin p, jota
pidempi& merkkijonoja voidaan pumpata. Valitaan w = (»)?, jolloin
lw| =2p>p.

Lemman perusteella w voidaan jakaa pumpattavaksi osiin w = xyz

s.e. |xy| <pjaly| =z 1. On siis oltava

ex=( is<p-1,

cy=(0 jzlja

¢ 7= (ﬂ-(iﬂ’) )P.

Oletuksen perusteella xy*z € L, kaikilla k=0, 1, 2, ..., mutta esim.
X_yOZ =XxZ= (i (F'(Hﬂ )I’ = (F'f )I’ & Lsulut’
silla p-j # p koska j = 1. Siten L_, . €i voi olla sdanndllinen

sulut




. Kontekstittomat kielet

» Tasapainoisten sulkumerkkijonojen kieli ei ole
sdannollinen

» Toisaalta se on kuvattavissa seuraavin muunnossaannoin
1.S—¢ja
2.5 (5)

« Nama produktiosdannot tuottavat kielen L, merkkijonot
symbolista S

§%= (8) %= () “= (9D "= (1) = (O
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 Kuvattava merkkijono tuotetaan korvaamalla
vélikesymboleita yksi kerrallaan annettujen saantojen
mukaan

» Symbolia ympardivan merkkijonon rakenne ei maaraa
kaytettyd muunnossaantda = kontekstiton kielioppi

* Usein kaytetaan lyhennysmerkintéaa

A—-w|..|lw,
kuvaamaan vélikesymboliin 4 liittyvia vaihtoehtoisia
saantoja

A-wy, ., A—>w,

52| (S)
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Yksinkertaiset aritmeettiset lausekkeet
(E = expression, T =term ja F = factor)

E—E+T|T
T—TxF|F
F—(E)|a

Lausekkeen (a + (a)) % a tuottaminen

E>TOTXFOFXF (E)XxF2 (E+T)xFo
(T+T)xF= (F+T)xFo (a+T)xF= (a+F)xF>
(a+(E)xF= (a+(N)xF= (a+ (M) xF=
(a+(a) xF= (a+(a)) xa
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Maaritelma Kontekstiton kielioppi on nelikko G = (V, %, R, S),
missa

* 7 on kieliopin muuttujien eli vélikemerkkien joukko,

* X on kieliopin paatemerkkien joukko, se on pistevieras
V:n kanssa,

* VU X on G:n aakkosto,
* Rc V'x (VU Z)* on kieliopin séanttjen joukko ja
* S e Von kieliopin l1&ahtésymboli

(A, w) e Rmerk. A > w
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* Olk. G = (V, %, R, S) ja merkkijonot u,v,w e (VUZ)*jaA—w
produktio R:ssé&

« uAv tuottaa suoraan merkkijonon uwv kieliopissa G,
uAv >; uwv

» Merkkijono u tuottaa merkkijonon v kieliopissa G,
u>>>;v,

jos on olemassa jono uy, u,, ..., u, € (VU 2)* (k=0) s.e.
UDoUp DUy D DU >V
e k=0:u>>;umillétahansa u e (VU X)*
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- ue (VuZX)*on G:nlausejohdos, jos
S>> .u

Pelkista paatemerkeisté koostuva lausejohdos w € * on
G:n lause

e (:n tuottama kieli koostuu lauseista
L(G)={weZ*|S>>.w)}

Formaali kieli L < * on kontekstiton, jos se voidaan
tuottaa kontekstittomalla kieliopilla
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Kontekstiton kielioppi on oikealle lineaarinen, jos kaikki sen

produktiot ovat muotoa A — etai A — aB

Lause Jokainen saanndllinen kieli voidaan tuottaa oikealle
lineaarisella kontekstittomalla kieliopilla

Lause Jokainen oikealle lineaarinen kontekstiton kieli on
saanndéllinen

« Nain ollen siis oikealle lineaarisilla kieliopeilla voidaan tuottaa
tédsmalleen saanndlliset kielet

¢ Kuitenkin on olemassa kontekstittomia kieli, jotka eivat ole
saanndllisia; esim. tasapainoisten sulkumerkkijonojen
muodostama kieli

« Nain ollen kontekstittomat kielet ovat saénndéllisten kielten aito
yliluokka
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Moniselitteisyys

¢ Lahtésymbolista S merkkijonoon w johtavaa suorien johtojen
jonoa
S>w,;>..>w,>w

sanotaan w:n johdoksi

Aritmeettisten lausekkeiden kieliopissa lause a+a voidaan johtaa

monin tavoin:
1. E>E+T>T+T>F+T>a+T>a+F>a+a

2.E>E+T>E+F>T+F>F+F>F+a>a+a
3 E>E+T>E+F>E+a>T+a>F+a>a+a

» Vélikkeiden laventamisjarjestyksen aiheuttamat erot
abstrahoituvat pois tarkasteltaessa jasennyspuita
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« Kontekstiton kielioppi G on moniselitteinen, jos jollakin G:n
lauseella on kaksi erilaista jasennyspuuta

* Muuten kielioppi on yksiselitteinen

* Kieli, jonka tuottavat kieliopit ovat kaikki moniselitteisig, on
luonnostaan moniselitteinen
 Esim. kieli { a'b/ck | i=jV =k} onluonnostaan

moniselitteinen

Vaihtoehtoinen kielioppi yksinkertaisille aritmeettisille
lausekkeille

E— E+E|EXE|(E)]|a
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E
X E
E + E / E \
| E x E E + E a
“ | | I I
a a a a
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Chomskyn normaalimuoto

Kontekstiton kielioppi on Chomskyn normaalimuodossa (CNF), jos
« valikkeista enintdan S on tyhjentyva,

 produktiot ovat muotoa A — BC tai A — a (paitsi mahd. S — ¢) ja

« |lahtdsymboli S ei esiinny mink&&an produktion oikealla puolella

Lause 2.9 Mista tahansa kontekstittomasta kieliopista voidaan
muodostaa ekvivalentti CNF-kielioppi.

Todistus Konstruktio etenee vaiheittain. Ensin kieleen lisatéaan
uusi lahtésymboli, sen jalkeen poistetaan e-produktiot ja
yksikkdproduktiot.
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e-produktioiden poistaminen

Lemma Mista tahansa kontekstittomasta kieliopista voidaan
muodostaa ekvivalentti kielioppi, jossa enintédan lahtésymboli on
tyhjentyva.

Todistus
Olk.G=(V,%,RS).
G:n tyhjentyvét vélikkeet:

e NULL={AeV|A—c€R}
« Toista kunnes joukko NULL ei enda kasva

NULL+={A€V|A—B,..B,eR B;eNULLVi=1,..k}
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Korvataan kukin G:n produktio A — X;... X, kaikkien sellaisten
produktioiden joukolla, jotka ovat muotoa A — «; ... a;, Miss&

X, jos X; ¢ NULL
o. =
" |X;|le josX;eNULL

Lopuksi poistetaan kaikki muotoa A — € olevat produktiot.

Jos myos S — € on poistettavien joukossa, niin otetaan
kieliopille uusi l&ahtdsymboli S’ ja sille produktiot S’— S | €.
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S—A|B
A—aBa|¢e
B— bAb |

NULL={A4,B, S}
S—A|B|e
A— aBa|aa|e
B— bAb | bb |e

§S—S|e
S—A|B
A — aBa | aa
B — bAb | bb
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Yksikkdproduktioiden poistaminen

Yksikkdproduktio on muotoa A — B, missé A ja B ovat valikkeité.

Lemma Mistd tahansa kontekstittomasta kieliopista voidaan
muodostaa ekvivalentti kielioppi, jossa ei ole yksikko-
produktioita.

Todistus Olk. G=(V, %, R, S).

G:n kunkin vélikkeen yksikkdseuraajat:

1. F(A)={BeV|A—BeR}

2. Kunnes F-joukot eivat endd kasva
F(A)+={F(B)|A—Be€R}

Lopuksi poistetaan kaikki G:n yksikkdproduktiot ja lisatdan niiden
sijaan kaikki mahdolliset muotoa 4 — () olevat produktiot, miss&a
Be F(A)jaB— Q. O
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S—S|e

S— A|B

A— aBa | aa

B — bAD | bb
F(S)={S A B}
F(S)={A B}
FA)=0
F(B)=9

S'—aBa|aa | bAb | bb | €

S—aBa | aa | bAb | bb

A— aBa | aa

B — bAD | bb

Oremeoomianics OHI-2300 Johdatus tietjenkasiteyteoriaan, syksy 2008 19.9.2008
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Kun ¢- ja yksikképroduktiot on poistettu, niin kaikki produktiot ovat
muotoa A —a, A — X,..X,, k>2,tai S— .
Lisataan kielioppiin kutakin a € X vastaten vélike C, ja produktio
C,—a.
Produktiot A — X,... X,, k> 2, korvataan produktiojoukoilla
A—X A
A, —X,4,
Ay = X Ay
Ay = X1 X
missé
.| X, jos X, eV
i_{Ca jos X, =aeXx
Oriemeoomianics OH3-2300 Johdatus tieojenkésitelteoriaan, syksy 2008 1002008
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S"— aBa | aa | bAb | bb | € S—C,C,
S — aBa | aa | bAb | bb S— (S,
A— aBa | aa S, = AC,
B — bAb | bb S— C,C,
A— Gy
S'— (S, A, — BC,
S, — BC, A—C,LC,
S'— C,C, B— C,B;
S'— (S, B, — AC,
S, — AC, B— C,C,
S'— C,Cy
S'—e C,—a
S—C, S C,—b
S, — BC,
{'} L‘n?"efnﬁif&:k&fé:'\mg" ronste OHJ-2300 Johdatus tietojenkasittelyteoriaan, syksy 2008 19.9.2008

CYK-algoritmi

* CNF-muotoon muunnettun kontekstittoman kieliopin
merkkijonot voidaan jasentaa 6(n3) ajassa Cocke-Younger-
Kasami —algoritmilla

 Kontekstittomat kielet voidaan siis tunnistaa tehokkaasti

» CYK-algoritmin toimintaperiaate on dynaaminen
ohjelmointi

» Osajonoille taulukoidaan ne valikemerkit, jotka voivat
tuottaa ko. merkkijonon

+ Jos lopulta kieliopin 1ahtésymboli kuuluu koko merkkijonon
tuottavien vélikkeiden joukkoon, niin tarkasteltava
merkkijono kuuluu kieleen
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3.1 Pinoautomaatit

 Pinoautomaatti on &arellinen automaatti, jolla on liséksi
yksi (&éretdn) pinona kéasiteltéava tydnauha

* Pinon paallimmaiseksi alkioksi voidaan lisaté uusi alkio
push-operaatiolla ja pinon paallimmaéainen alkio voidaan
poistaa pop-operaatiolla

+ Pinoautomaatissa siirtymiin liittyy aina my6s pinon kéasittely

» Ty6nauha antaa automaatille "muistin”, jonka avulla
voidaan valttaa aarellisten automaattien rajoituksia

Ohjelmistotekniikan laitos OHJ-2300 Johdatus tietojenkasittelyteoriaan, syksy 2008 19.9.2008

Formaalisti pinoautomaatti on kuusikko M =(Q, %, T, §, q,, F),
missa

* Q on tilojen &éarellinen joukko,

* X on syOteaakkosto,

* T on pinoaakkosto,

* g, € Q on alkutila,

* F < Q on lopputilojen joukko ja

* § on joukkoarvoinen siirtyméafunktio:
0:QxXE xI', > P(QxT)
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¢ Pinoautomaatit ovat yleisessé tapauksessa epadeterministisia:
8(rx,a)={(r,by), .. (n, b }
» lukemalla syétemerkin x ja pinomerkin a
» automaatti voi siirtya tilasta r johonkin tiloista r, ..., r, ja
» samalla korvata pinon paallimmaisen merkin jollakin

merkeista b, ....b,.

1. Jos x = ¢, niin automaatti tekee siityméan sydtemerkkia

lukematta;

2. jos a = ¢, niin automaatti ei lue pinomerkkia, vaan kirjoittaa
uuden merkin pinon paallimmaiseksi alkioksi jattden vanhan
paallimmaisen merkin ennalleen (push);

3. jos a # € ja b;= &, niin pinon paallimmainen alkio luetaan ja
poistetaan, mutta uutta merkkia ei kirjoiteta pinoon sen tilalle
(pop)
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Pinoautomaatti M = (Q, %, T, §, q,, F) hyvéksyy merkkijonon w € £*
jos
* se voidaan kirjoittaa muotoon w = w,w,...w,,, missa kukin
w; € X, ja liséksi
» on olemassa jono tiloja ry, ry, ..., 1, € Q ja
* merkkijonoja sy, sy, ..., s,, € I'*
s.e. seuraavat kolme ehtoa péatevat.
1. L&htdtilanteessa automaatin tila on alkutila ja pino on tyhja:
ro=qojaso=¢;
2. (r;, b) € 8( 1wy, a) kaikillai € {0, ..., m-1},
missé s;= at jas;,, = btjoillaina, b € I',ja t € T'*;
3. r, €F.
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Tasapainoisten sulkumerkkijonojen kieli { (*)*| k> 0 } on kontekstiton kieli,
joka ei ole saanndllinen. Se voidaan tunnistaa pinoautomaatilla
M=(QZLT, 8 qy F):

* 0=1{q0, 91,9293},

e X={()}

e I'={$,€},

e g, on alkutila,

* F={qpq3}]a

e §on:
8(qa0, (&) ={(q1.€) },
8(q1, (&) ={(q1, %)},
8(q1,),$)={ (a2 8},
8(q1,), €)={(g38) },
8(q2,),$) ={ (a2 8},

8(q,),€)={ (a3 €},
8(q,0,y) = ® muilla(q,o0,v)
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8(q0 ((0), €) > (g4, (1)), €) > 8(qy, ), $€) > 6(q,,))), $$€) > 8(q,, ), $€) >
8(q ), €) > 8(qs & €) q3 € F joten (((0)) €L(M)
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Lause 2.20 Kieli on kontekstiton jos ja vain jos se voidaan
tunnistaa pinoautomaatilla.

» Pinoautomaatti M on deterministinen, jos jokaisella tilanteella
(r, x, a) on enintdan yksi mahdollinen seuraaja (r', x', a"), jolla
(r,x,a) >, (r'x,a)
» Epadeterministiset pinoautomaatit ovat aidosti vahvempia kuin
deterministiset. Esimerkiksi kielta
{wwR|we{ab}*}
ei voida tunnistaa deterministisell& pinoautomaatilla

« Deterministiset kontekstittomat kielet voidaan jasentaa
tehokkaammin kuin yleiset kontekstittomat kielet

Ohjelmistotekniikan laitos OHJ-2300 Johdatus tietojenkasittelyteoriaan, syksy 2008

19.9.2008

16



