4. Laskennan universaaleja malleja

Churchin-Turingin teesi Mik& tahansa mekaanisesti ratkeava
ongelma voidaan ratkaista Turingin koneella

Monet mekaanisen laskennan formalisoinnit ovat laskenta-
voimaltaan ekvivalentteja Turingin koneiden kanssa:

RAM-koneet, yksinkertaiset hajasaanti-tietokonemallit
Ohjelmointikielet (1950-luku)

¢ Merkkijonomuunnossysteemit (Post, 1936 ja Markov, 1951)
+ A-kalkyyli (Church, 1936)

« rekursiivisesti maaritellyt funktiot (Gédel ja Kleene, 1936)
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4.1 Turingin koneet

* Alan Turing (1912-1954) 1935-36

 Turingin kone on kuten &érellinen automaatti, jolla on kaytdssaan
(4areton) tydnauha

¢ Kone pystyy lukemaan ja kirjoittamaan tydnauhan muistipaikkoihin

» Tydnauhalla voidaan siirtyd molempiin suuntiin

» Koneen sydte annetaan tydnauhalla, sen vasemmassa laidassa

» Koneella on sek& hyvéksyva, accept, etté hylkaava lopputila,
reject
 Tyonauhan loppuosa koostuu tyhjamerkeista (_"), joka ei saa olla

syoteaakkoston merkki
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* Yhdessa siirtymaaskelessa kone aina lukee merkin ja paattaa
tilansa seké luetun merkin perusteella
* uuden tilan,
 nauhalle kirjoitettavan merkin
* ja siirtymasuunnan
« Jos kone pysahtyy hyvaksyvassa lopputilassa, accept,
syodtemerkkijono kuuluu koneen tunnistamaan kieleen
« Jos kone pysahtyy hylkaavassa lopputilassa, reject,
tai jos se ei pysahdy, niin sydtemerkkijono ei kuulu kieleen
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Formaalisti Turingin kone on seitsikko
M=(Q,%T,8, q,accept, reject), missa

»  on aérellinen tilojen joukko,
* X on koneen syoteaakkosto, X,

e I' on koneen nauha-aakkosto, _€TjaX cT,

* g, € Q on koneen alkutila,

= accept € Q on hyvaksyva lopputila,

= reject € Q on hylkaéava lopputila ja

¢ 5: Q' xI'=QxT x{L, R}on koneen siirtymafunktio, missé

Q' =Q\ {accept, reject}
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Siirtyméfunktion arvo

8(q,a) = (g’ b, B)
tarkoittaa, etta
¢ ollessaan tilassa q ja lukiessaan nauhamerkin a,

* kone siirtyy tilaan ¢’, kirjoittaa lukemaansa paikkaan merkin b ja
siirtdd nauhapéaté yhden paikan verran suuntaan A€ { L, R}

Siirtyméfunktion arvoilta vaaditaan, etta

1. Nauhan vasemmanpuoleisimmasta muistipaikasta ei voida
siirtyd vasemmalle. Jos tata yritetdan, pysyy lukupaa paikallaan.

2.josb=_,niina=_jaA=L.

TAMPEREEN TEKNILLINEN YLIOPISTO
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Kielen { a%¢| k= 0} tunnistava Turingin kone:

a/aR

TAMPEREEN TEKNILLINEN YLIOPISTO
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Turingin koneen tilannetta merkitaan u q av,
missa

*q€eq,

ceaelu{e}

ey, VET*

Intuitiivisesti
¢ kone on tilassa g,
¢ nauhapaéan kohdalla on merkki a,
¢ nauhan sisalt6 alusta nauhapaén vasemmalle puolelle on u ja
* nauhapaén oikealta puolelta kéytetyn osan loppuun v
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« Koneen alkutilanne syétteella w on g, w
* Merkintd ua q;bv >y, u g; acv tarkoittaa, etté tilanne ua q;bv johtaa suoraan

tilanteeseen u q; acv
¢ Se maadritellaan seuraavasti

* jos 8(q; b) = (q; ¢, L), niin ua q; bv >y u q; acv,
* jos 8(g; b) = (q; ¢ R), niin ua q; bv >y uac q;v,
« Kun nauhapéé on tydnauhan vasemmassa laidassa, on tilanne g; bv
ja
* siirtyma 6(q; b) = (g; ¢, L) johtaa suoraan tilanteeseen q; cv
* siirtyma 6(q; b) = (g; ¢, R) johtaa suoraan tilanteeseen c g; v

» Kun nauhapéé on tydnauhan kéytetyn osan oikeassa laidassa, on
tilanne uagq; _ ja

* siirtyma 6(q; _)=(q; ¢, L) johtaa suoraan tilanteeseen u g; ac
* siirtyma 6(q; _) = (q; ¢, R) johtaa suoraan tilanteeseen uac q; _,
« vain edellisessa tilanteessa voi olla c = _
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¢ Siirtymafunktion arvo on maarittelematén lopputiloilla accept ja
reject, joten

« tilanteet joissa esiintyy accept tai reject eivéat johda
mihink&&n muuhun tilanteeseen, vaan niissd kone pysahtyy

¢ Turingin kone M hyvaksyy syotteen w jos on olemassa koneen
tilanteiden jono C,, C,, ..., C; s.e.

1. €, on koneen M alkutilanne syétteella w,
2. Kukin C, johtaa suoraan tilanteeseen C,,, ja
3. C, on hyvéksyva tilanne.

* Koneen M tunnistama kieli L(M) on kaikkien sen hyvaksymien
merkkijonojen joukko

Y —
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Kielen {akbkck| k=0}
a/a R
tunnistava Turingin / b/b, R
kone:

C/CL
b/b L
B/B L
a/a L

B/BR
C/CR

S R ——
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4.1.1 Turingin koneiden laajennuksia

Seuraavat Turingin koneiden laajennukset eivat muuta koneilla
tunnistettavien kielten luokkaa

Moniuraiset koneet

« Koneen nauha koostuu k:sta rinnakkaisesta urasta
« Koneella on edelleen vain yksi nauhapaa

» Kone lukee ja kirjoittaa kullekin uralle jokaisessa laskenta-
askelessa

» Jokaisen uran sisaltd "topataan” yhta pitkaksi erityisen
tyhjamerkin (#) avulla

¢ Sydte annetaan uran 1 vasemmassa laidassa
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¢ Moniuraista Turingin konetta on helppo simuloida
standardimallisella

« Riittda ottaa koneen nauha-aakkostoksi sellainen, jonka
merkeilld voidaan esittaa (tarvittaessa) kaikki k-uraisen koneen
mahdolliset k paallekkaistéd merkkia

e Esim.:

) &
6(,(a,...,a,))—>9|q,
ak
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» Tekemélla edellisen kaltainen aakkoston laajennus
systemaattisesti ja muuntamalla syétteen kaikki merkit

uralle 1, voidaan moniuraista Turingin konetta simuloida
standardimallisella

Lause Jos formaali kieli voidaan tunnistaa k-uraisella Turingin
koneella, niin se voidaan tunnistaa myos standardimallisella
Turingin koneella
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Moninauhaiset koneet

Nyt Turingin koneella voi olla k tydnauhaa, joilla kullakin on oma
nauhapaansa

Kone lukee ja kirjoittaa kullekin nauhalle jokaisessa laskenta-
askelessa

Nauhapaét siirtyvat toisistaan riippumatta

« Syfte annetaan nauhan 1 vasemmassa laidassa
Moninauhaista Turingin konetta on helppo simuloida
moniuraisella

Kutakin nauhaa vastaten otetaan kaksi uraa, joista toinen vastaa
nauhaa ja sen siséltda, toisella uralla on merkki nauhapéan
sijaintikohdassa — merkkia siirretdén simuloiden nauhapaén
siirtymisté moninauhaisessa koneessa
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» Lukemalla kaikki urat vasemmalta oikealle saadaan selville
kaikkien nauhapéiden kohdilla olevat merkit

* Nyt tiedetéd&n nauhoille kirjoitettavat merkit ja nauhapaiden
siirtosuunnat

« Nama voidaan toteuttaa/simuloida oikealta vasemmalle
suuntautuvan pyyhkaisyn yhteydessa

Lause 3.13 Jos formaali kieli voidaan tunnistaa k-nauhaisella
Turingin koneella, niin se voidaan tunnistaa myos
standardimallisella Turingin koneella
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Epadeterministiset koneet

+ Sallimalla Turingin koneen siirtyméfunktiolle
"ennustuskyky” voidaan méaaritella epadeterministinen
Turingin kone

* Sindnsé eparealistinen mekaanisen laskennan malli, mutta
kelpaa ongelmien formaaliin kuvaamiseen ja ratkeavuuden
osoittamiseen

* Vaikkakin epadeterministiset Turingin koneet ovat kielten
tunnistuskyvyltaén ekvivalentteja determinististen kanssa,
niin silti ne ovat keskeisessa asemassa vaativuusteoriassa
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Formaalisti epédeterministinen Turingin kone on seitsikko
M=(Q,%T,8, q,accept, reject), missa

5:QxT > P(Q@xTx{L,R}),
jossa Q' =Q\ {accept, reject }

Siirtymé&funktion arvo

8(6], a) = { (qlr blr Al)' e (qk' bk' Ak) }
tarkoittaa, etté
¢ ollessaan tilassa q ja lukiessaan merkin a

« kone voi valita mieleisensa (tehtédvéansa kannalta parhaan)
kolmikon (g, b, A)
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* Ei-negatiivisten yhdistettyjen lukujen tunnistaminen:
n=pq? (p.q>1)

* Luku, joka ei ole yhdistetty on alkuluku

« Kaikki tunnetut deterministiset yhdistettyjen lukujen testit
joutuvat pahimmassa tapauksessa kdymaan lapi suuren
joukon potentiaalisia tekijoita (salauksen perusta)

» Epadeterministiselléd Turingin koneella yhdistettyjen
lukujen "tunnistaminen” kuitenkin on helppoa

» Epadeterministinen Turingin kone ei anna algoritmia, vaan
on vain laskennallinen kuvaus yhdistetyille luvuille
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Tarvittavia Turingin koneita
¢ CHECK-MULT tunnistaa kielen
{n#p#q|npqe{0,1}* n=pq}

e GEN-INT tuottaa mv. kokonaisluvun (>1) bindarimuodossa
nauhan loppuun

* GO-START siirtdd nauhapéaén osoittamaan nauhan ensimmaista
merkkié

Jotta voidaan muodostaa kone

¢« TEST-COMPOSITE, joka tunnistaa kielen
{n€e{0,1}*|nonyhdistetty luku }
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Turingin kone GEN-INT

0/0,R
1/1LR _/O0R
‘H/#,R ~/LR f \ _/OR
> >
q, \ / /LR
/1R
Nl
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Turingin kone TEST-COMPOSITE

A

=0 00 O

GEN-INT GEN-INT

A

GO-START CHECK-MULT

Initptq @
O O O &

Ohjelmistotekniikan laitos OHJ-2300 Johdatus tietojenkasittelyteoriaan, syksy 2008 19.9.2008

Alkulukutestaus

* Vuonna 2002 intialaiset Agarwal, Kayal & Saxena onnistuivat
kehittdm&an ensimmaisen "tehokkaan” (n'2) deterministisen
alkuluvun tunnistavan algoritmin

¢ Vuosisatoja tutkittu ongelma (Eratosteneen seula, noin vuodelta
240 ennen ajanlaskun alkua)

» AKS-algoritmi lainaa tekniikoita satunnaisesti toimivilta
alkulukutestauksen algoritmeilta, jotka edelleenkin lienevét
kayttokelpoisempia menetelmia

¢ Koska yhdistettyjen lukujen tunnistaminen on k&énteinen
ongelma, niin sekin siis ratkeaa polynomisessa ajassa
deterministisesti

» Sen sijaan tehokasta tekijoihin jakoa ei tunneta (sen kuitenkin
uskotaan olevan mahdollista)
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Lause 3.16 Jos formaali kieli voidaan tunnistaa
epadeterministisell& Turingin koneella, niin se voidaan
tunnistaa myds standardimallisella deterministisella
Turingin koneella

» Epadeterministista konetta voidaan simuloida
kolmenauhaisella Turingin koneella, joka lapikay
systemaattisesti epadeterministisen koneen mahdollisia
laskentoja

* Nauha 1 sailyttaa syétteen
* Nauha 2 simuloi epadeterministisen koneen tydnauhaa

» Nauhalla 3 pidetaan kirjaa mahdollisten laskentojen
etenemisesta
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Epadeterministisen koneen mahdollisten laskentapolkujen
muodostamaa puuta on kaytava lapi leveyssuuntaisesti, ei
syvyyssuuntaisesti

Olkoon b Turingin koneen tilojen seuraajavaihtoehtojen suurin
maara

Kukin puun solmu voidaan indeksoida aakkoston { 1, 2, ..., b }
merkkijonolla

Esimerkiksi 231 on solmu, joka on juuren toisen lapsen
kolmannen lapsen ensimmainen lapsi

Kaikki merkkijonot eivat vastaa koneen sallittuja laskentoja (puun
solmuja), ne hylataan

Merkkijonojen kuvaamien laskentavaihtoehtojen lapikaynti
kanonisessa jarjestyksessa kay puun lapi leveyssuunnassa
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Toimintaidea:

» Kopioi sy6te nauhalta 1 nauhalle 2

¢ Simuloi nauhan 3 kertomaa, (kanonisessa) jarjestyksessa
seuraavaa epadeterministisen koneen toimintavaihtoehtoa
tehden tydnauhalle kohdistuvat paivitykset nauhalle 2

¢ Huom.: siirtymavaihtoehtoja (seuraajatilanteita) on aarellinen
maara

« Systemaattinen epadeterministisen koneen mahdollisten
laskentojen l&pikaynti johtaa hyvaksyvaéan tilaan vain jos
alkuperaisella koneella on sy6tteen hyvaksyva laskenta

¢ Jos hyvaksyvaa laskentaa ei ole, niin muodostettu kone ei
pysahdy
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4.2 Kieliopeista

Kontekstittomissa kieliopeissa sallitaan vain valikkeiden korvaaminen
merkkijonolla

« Rajoittamattomissa kieliopeissa I. yleisissd muunnossysteemeissa
sallitaan minké tahansa epétyhjan (valikkeiden ja paatteiden
muodostaman) merkkijonon korvaaminen toisella (mahdollisesti tyhjalla
merkkijonolla)

Rajoittamaton kielioppi on nelikko G = (V, %, R, S), missa
« I on kieliopin muuttujien eli valikemerkkien joukko,

« X on kieliopin paatemerkkien joukko,

e '=VUZ on G:n aakkosto,

e RCT*xTI* on kieliopin saantdjen joukko ja

« S € Von kieliopin 1ahtésymboli

(w,w') € Rmerk. w - w'
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* Olk.

* G=(V,LRS),
* merkkijonotve I'* jau, w,x € I'* ja
e v— x produktio R:ss&

« uvw tuottaa suoraan merkkijonon uxw kieliopissa G,

Uvw > uxw
» Merkkijono v tuottaa merkkijonon w kieliopissa G,
VoW,
jos on olemassa jono vy, v,, ..., v, € I'* (k2 0) s.e.
VLV DV, D DV > W
e k=0:v>>,vmilatahansa v e I'*
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e u €I*on G:nlausejohdos, jos S>> . u
» Pelkistd paatemerkeisté koostuva lausejohdos w € I'* on G:n
lause

e (:n tuottama kieli koostuu lauseista
L(GQ)={weTr*|S>>_w}

rajoittamattomalla kieliopilla, joka
1. Tuottaa valikejonon L(ABC)* (tai :n)
2. Jarjestaa valikkeet aakkosjarjestykseen = LAk Bk Ck
3. Muuttaa vélikkeet paatemerkeiksi
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Kieli { akb*ck| k= 0} ei ole kontekstiton; se voidaan tuottaa

19.9.2008
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S—LT|¢ LA—-a
T— ABCT | ABC aA - aa
aB—ab
BA — AB bB - bb
CB— BC bC — bc
CA—- AC cC—-cc
{'} Ovemsocoimen fics OH3-2300 Johdats tieojenkésiteyteoriaan, syksy 2008
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Esimerkiksi lause aabbcc voidaan johtaa seuraavasti

S= LT= LABCT = LABCABC
= LABACBC = LAABCBC
= LAABBCC = aABBCC
= aaBBCC = aabBCC
= aabbCC = aabbcC
= aabbcc
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Lause Jos formaali kieli L voidaan tuottaa rajoittamattomalla
kieliopilla, niin se voidaan tunnistaa Turingin koneella.

Todistus. Olk. G=(V, %, R, S) kielen L tuottava rajoittamaton
kielioppi. Muodostetaan kaksinauhainen epadeterministinen
Turingin kone M, kielen L tunnistamiseen.

M, sailyttdd nauhalla 1 sydtejonoa. Nauhalla 2 puolestaan on jokin
G:n lausejohdos, jonka kone pyrkii muuntamaan syoétejonoksi.

Lahtotilanteessa nauhalla 2 on kieliopin 1ahtdsymboli S.

Koneen M, laskenta toistaa seuraavia vaiheita

Ohjelmistotekniikan laitos OHJ-2300 Johdatus tietojenkasittelyteoriaan, syksy 2008 19.9.2008

1. nauhan 2 nauhapéaé siirretdan epédeterministisesti johonkin
kohtaan nauhalla;

2. valitaan epadeterministisesti jokin G:n produktio ja yritetdén
soveltaa sita valittuun nauhankohtaan

3. jos nauhalla olevat merkit sopivat yhteen produktion vasemman
puolen kanssa, M. korvaa ne nauhalla 2 produktion oikean
puolen merkeilla

4. verrataan nauhojen 1 ja 2 sisaltdémi& merkkijonoja toisiinsa;

a) jos ne ovat samat, niin Turingin kone siirtyy hyvaksyvaan
lopputilaan ja pysahtyy,
b) muuten palataan kohtaan 1
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TAMPEREEN TEKNILLINEN YLIOPISTO
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Lause Jos formaali kieli L voidaan tunnistaa Turingin koneella, niin
se voidaan tuottaa rajoittamattomalla kieliopilla.

Todistus. Olk. M=(Q, %, T, §, q,, accept, reject) kielen L
tunnistava standardimallinen Turingin kone.

Muodostetaan kielen L tuottava rajoittamaton kielioppi G,,.

Kieliopin valikkeiksi otetaan kaikkia M:n tiloja g € Q edustavat
symbolit. Koneen tilanne u g av esitetddn merkkijonona [ugav].

M:n siirtyméafunktion perusteella G,,:44n muodostetaan produktiot
s.e.

AN

[ugav] >0 [u'q'av]®uqav>,u’'q’av

Tallgin

X€E€L(M) <= [qx] >0 [uaccepty], u,veEX*
G,;:ssé on kolmenlaisia produktioita:

1. ne, {gllla Iahtosymbollsta voidaan tuottaa mika tahansa
mer kijono x[gx], X*jal, ], q, €V

§- T[q,]
T—e¢
T—-aTA,
A9~ [96A,
Ab— DA,
Al = a]

TAMPEREEN TEKNILLINEN YLIOPISTO
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2. ne, jotka simuloivat Turingin koneen siirtyméfunktiota
8(q,a)=(q", b, R) qa = bq’
8(q,a)=(q',b, L) cqa —q'ch
8(a,_) =(q’, b, R) q] = bq']
8(q, ) =(q’ b, L) cq] — q'cb]
8(q, ) =(a"_, L) cql = q'c]
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a CAMFEREEH TERAILLINEN YUIOPISTO
Ohjelmistotekniikan laitos

3. ne, joilla muotoa [uaccepty] oleva merkkijono muutetaan
tyhjaksi

accept - E E,
ak, > E;
[E, —»¢
Epa— E,

Ep]—e

Nyt kieleen L(M) kuuluva merkkijono x voidaan tuottaa seuraavasti

S>>, x[q.x] >>, x[uacceptyv] >>,x
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