5.3 Ratkeavia ongelmia

» Deterministisen &érellisten automaattien (DFA) hyvaksymis-
ongelma: hyvaksyyko annettu automaatti B merkkijonon w?
¢ Ongelmaa vastaava formaali kieli on
Appa ={(B, w) | Bon DFA, joka hyvaksyy w:n }

¢ Turingin kone voi helposti simuloida automaatin B toimintaa
syotteella w

« Jos simulointi paattyy hyvaksyvaan lopputilaan, hyvaksyy kone
sy6teparin ja muutoin hylkaé sen

» Automaatit voidaan koodata samaan tapaan kuin Turingin
koneetkin
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Lause 4.1 A, on rekursiivinen kieli.

» Epédeterministiset &arelliset automaatit voidaan determinisoida,
joten niille patee vastaava lause

¢ Saanndlliset lausekkeet puolestaan voidaan muuntaa
epadeterministisiksi aarellisiksi automaateiksi, joten myos niille
patee vastaava tulos

¢ Toisenlainen ongelma on tyhjyystestaus: niiden automaattien A
tunnistaminen, joiden hyvéksyma kieli on tyhja

Eppa={(4)|AonDFAjaL(4) =0}

Lause 4.4 E,;, on rekursiivinen kieli.
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Turingin kone voi toimia seuraavasti:
1. Merkitsi automaatin alkutila

2. Toista kunnes uusia tiloja ei en&a tule merkittya: Merkitse
jokainen tila, johon on siirtyma aiemmin merkitysta tilasta
3. Hyvaksy syote jos yksikaan lopputiloista ei ole merkitty,
muutoin hylkaa se
My0s kahden automaatin hyvéksyman kielen ekvivalenssin
testaaminen on ratkeava ongelma
Ongelmaa vastaava kieli on
EQppa={(4 B) | Aja B ovat DFAita ja L(4) = L(B) }
EQy:5:n rekursiivisuus seuraa lauseesta 4.4, kun siirrytaan
tarkastelemaan kielten L(A) ja L(B) symmetrista erotusta
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LC)  =(L(ANL(B)U(L(B)\L(A)
= (L(A) N L(B)) U (L(A) N L(B))

L(C) =@ joss L(A) = L(B)
Koska sadannollisten kielten luokka on suljettu yhdisteen,

leikkauksen ja komplementoinnin suhteen, niin Turingin koneella

voidaan muodostaa automaatti C annettuna 4 ja B
Lauseen 4.4 perusteella voidaan testata onko L(C) tyhja kieli

Lause 4.5 EQy;, on rekursiivinen kieli.

¢ Siirryttédessa tarkastelemaan kontekstittomia kielioppeja, ei voida
tarkastella kaikkia mahdollisia johtoja, koska niité voi olla &éretén

maara
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¢ Hyvéaksymisongelmassa voidaan siirtya tarkastelemaan
Chomskyn normaalimuotoon muutettua kielioppia, jolloin
merkkijonon w, |w| = n, johdon pituus on 2n-1
Kontekstittomien kielioppien tyhjyystestaus voidaan ratkaista
toisin

Sen sijaan kontekstittomien kielioppien tuottamien kielten
ekvivalenssin testaaminen on ratkeamaton ongelma

» Hyvaksymisongelman ratkeavuuden perusteella kaikki
kontekstittomat kielet ovat ratkeavia

Nain ollen siis saanndlliset kielet ovat (aito) osajoukko
kontekstittomista, jotka ovat ratkeavia ja ratkeavat ovat aito
osajoukko Turing-tunnistettavista kielista
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5.4 Aarettomista joukoista

« Diagonalisoinnin kehitti 1873 Georg Cantor, joka tutki
aarettémien joukkojen mahtavuuksien vertailua

« Aarellisilla joukoilla voimme laskea alkioiden lukumaarat

» Ovatko numeroituvat joukot N ={0,1,2,..}jaZ+={1,2,3,...}
yht& suuret?

» N on suurempi, koska se siséltaa ylimaaraisen alkion 0 ja
muuten kaikki samat alkiot kuin Z+ (?)

» Joukot ovat yhtd mahtavat, koska jokainen Z+:n alkio voidaan
kuvata N:n alkiolle kuvauksella f(z) = z-1 (?)
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» Aiemmin jo k&ytimme taté suuruusvertailua:
 |A| <|B| jos ja vain jos on olemassa injektio f: A — B

« injektio: a, # a, = f(a,) # fla,)

» Aiemmin tarkastelimme joukkojen yhtésuuruutta |4| = |B|
bijektiivisen f: A - B kuvauksen kautta

* Bijektio = injektio + surjektio
* Surjektio: flA)=Beli VbEB:3a€A:b=fa)

* Bijektio asettaa joukkojen A ja B alkiot pareittain 1-1-suhteeseen

* IN|=1Z7|
¢ Joukko, joka on yhta suuri kuin N on numeroituva

TAMPEREEN TEKNILLINEN YLIOPISTO
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Rationaalilukujen joukko
Q={m/n|mneZAn+0}

Kahden eri luonnollisen luvun vélissa on aina aarettémasti
rationaalilukuja

Silti |Q| = |N]|
Kuvaus f: Q — 72, f{m/n) = (m, n)
* Luvuilla m ja n ei yhteisia tekijoita!
 Kuvaus fon funktio ja injektio, joten |Q| < |Z?| = |N]|

Toisaalta N € Q = |N| < |Q|

~1Ql=IN]

TAMPEREEN TEKNILLINEN YLIOPISTO
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0 1
|Z| = N]| I I
0 -1
*|N?| = |N]
*|Z%| = N]|
o [N =|N?|
« |N?| = |Z2| (helpohko)
* Seuraa transitiivisuudesta
¥ o oo wonsto 010220 s s, sy 208

* IN|<|R]

» Sovelletaan Cantorin diagonalisointitekniikkaa valin [0, 1[
lukuihin x;, x,, X5, ...

» Olkoon véliin kuuluvien lukujen desimaalikehitelmét (ilman
aarettémia 9-jonoja)

Xi=ZjEZ+ dij' 107
¢ Muodostetaan uusi luku
X=Y cz+d;- 109
s.e.
0, josd;>0
P71, josdy =0
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¢ Jos esim.

X, =0,23246...
X, =0,30589...
Xy=0,21754...
X,=0,05424...
Xs = 0,99548...

niin x =0,01000...

* Siis x # x, kaikilla i, joten oletus valin [0, 1[ lukujen
numeroituvuudesta on vaara

* IR =1[0,1[] #N]
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5.5 Universaalit Turingin koneet

» Aakkoston { 0, 1} universaalikieli U on
U={{M,w)|weLM)}

« Kieli U siséltaa tiedon kaikista aakkoston { 0, 1 } RE-kielista:
* Olkoon A € {0, 1 }* jokin RE-kieli ja M kielen A tunnistava

standardimallinen Turingin kone. T&ll6in
A={we{0,1}*|(MwyeU}.

e Myds U on itsekin RE-kieli.
« Kielen U tunnistavia Turingin koneita sanotaan universaaleiksi
Turingin koneiksi.

Ohjelmistotekniikan laitos OHJ-2300 Johdatus tietojenkasittelyteoriaan, syksy 2008 9.10.2008




Lause 5.6 U on RE-kieli

Todistus. Kielen tunnistaa seuraava kolminauhainen Turingin kone
M,

1. Ensin M, tarkastaa, ett& nauhan 1 alussa olevassa syotteessa
cw, ¢ on kelvollinen Turingin koneen koodi. Jos sydte ei ole
kelvollinen, M, hylka& sen

2. Muutoin w = a,a,... a, € { 0, 1 }* kopioidaan nauhalle 2 muodossa
0001091+11092*11 ... 10%+110000

3. M,:n on selvitettava hyvaksyisiko kone M (c = (M)) sybtteen w.
Nauha 1 sisaltda koneen M kuvauksen ¢, nauha 2 simuloi M:n
nauhaa ja nauha 3 pit4a ylla tietoa koneen M tilasta: g, ~ 0i+!
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4. M,, toimii vaiheittain, simuloiden kussakin vaiheessa yhden
koneen M siirtyman
1.Ensin M, etsii nauhalta 1 M:n koodauksen sen kohdan, joka
vastaa M:n simuloitua tilaa (nauha 3) ja nauhan 2 nauhapéan
kohdalla olevaa merkkia

2.0lkoon |8ydetty koodinkohta
0i+110j+110r+1105+110t+1,
joka vastaa siirtymaftion § saantéa

8(q, a) = (g, a, &)
nauha 3: 01+ - O+t

nauha 2: 0/*1 — (s+1

Liséksi nauhan 2 nauhapéété siirretddn yhden merkin koodin
verran vasemmalle, jos t = 0, ja oikealle muuten
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3. Kun nauhalla 1 ei ole yhtd&n simuloituun tilaan g, liittyvaa
koodia, kone M on tullut lopputilaan. Nyt i = k+1 tai i = k+2,
missé g, on viimeinen koodattu tila. Kone M, siirtyy
lopputilaan accept tai reject.

Selvasti kone M, hyvéksyy bin&arijonon (M, w) jos ja vain jos

w € L(M). o
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Lause 5.7 Kieli U ei ole rekursiivinen

Todistus. Oletetaan, etté U:lla olisi totaalinen tunnistajakone M.

Talloin “"diagonaalikielelle" D, joka ei ole RE-kieli, voitaisiin

muodostaa tunnistajakone M, koneesta M," ja seuraavista
totaalisista koneista.

» M, testaa onko syétteené annettu merkkijono kelvollinen
Turingin koneen koodi

e My, duplikoi sy6tejonon ¢ nauhalle: cc
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Yhdistamalla koneet seuraavan kuvan esittdmalla tavalla
muodostuu kone M, joka on totaalinen, jos M," on. Liséksi

c€L(Mp)

& c@L(My)Veece LMy
& cgL(M)
@ceD={c|ceL(M)}

Lemman 5.5 perusteella kieli D ei ole rekursiivinen, joten oheinen

tulos on ristiriita. N&in ollen oletuksen tulee olla véaara ja kielen U
tunnistavaa totaalista konetta M," ei voi olla olemassa. m]
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Jo. Ho_oHo_ f°
Mo @ My MUT®/ E

Diagonaalikielen tunnistava Turingin kone
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Seuraus 5.8 U= {(M, w) | w & L(M) } ei ole RE-kieli
Todistus. U= U U ERR, missé ERR on helposti tunnistettava

rekursiivinen kieli:
ERR={x€{0,1}*]|xeisisilla alkuosanaan kelvollista

Turingin koneen koodia }.

Tehdaéan vastaoletus: U on RE-kieli
 Lauseen 5.2 perusteella U U ERR = U on RE-kieli

U on RE-kieli (5.6) ja edellisen mukaan U on RE-kieli, joten
lauseen 5.3 perusteella U on rekursiivinen

Tama on ristiriita lauseen 5.7 kanssa, joten vastaoletus ei pade.
Siis U ei ole RE-kieli. m]
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5.6 Pysahtymisongelma

 Turingin koneiden pyséhtymisongelma (halting problem) on
kysymys
Pyséhtyykd annettu Turingin kone M syotteella w?

¢ Ongelma on ratkeamaton. Jos se voitaisiin ratkaista, niin
universaalikieli voitaisiin helposti tunnistaa totaalisesti

Lause 4.11 H={(M, w) | M pysdhtyy syétteelld w } on RE-kieli, mutta
ei rekursiivinen

Todistus. H on RE-kieli: Lauseen 5.6 universaalikoneesta M, on
helppo muokata kone, joka simuloi koneen M laskentaa syotteella
w ja pysahtyy hyvéksyvaan lopputilaan, jos ja vain jos simuloitu
laskenta pyséahtyy.
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H ei ole rekursiivinen: vastaoletus: H = L(M,) totaalisella Turingin
koneella M,,.

Nyt kielelle U voidaan muodostaa totaalinen tunnistaja yhdistamalla
koneet M, ja M, seuraavan kuvan esittdmalla tavalla.

Téllaisen koneen olemassaolo on ristiriita Lauseen 5.7 kanssa.
Nain ollen vastaoletus on vaaré ja H ei ole rekursiivinen. m]

Seuraus 5.9 A= {(M, w) | M ei pysahdy syotteelli w } ei ole RE-kieli

Todistus. Kuten seuraus 5.8. O

TAMPEREEN TEKNILLINEN YLIOPISTO
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Universaalikielen U tunnistava totaalinen Turingin kone

TAMPEREEN TEKNILLINEN YLIOPISTO
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5.7 Chomskyn kieliluokat

» Formaali kieli L voidaan tunnistaa Turingin koneella, jos ja vain
jos se voidaan tuottaa rajoittamattomalla kieliopilla

« Nain ollen rajoittamattomilla kieliopeilla tuotettavat kielet ovat RE-
kielet. Toisaalta tim& on Chomskyn kielihierarkian luokka O

* Chomskyn luokka 1 puolestaan on kontekstiset kielet. Voidaan
osoittaa, ettd ne kaikki ovat rekursiivisia

¢ On olemassa rekursiivisia kielid, joita ei voida tuottaa
kontekstisilla kieliopeilla
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0: RE-kielet

Rekursiiviset kielet

UH,..

1: Kontekstiset kielet

2: Kontekstittomat kielet

3: Saannolliset kielet

esim. { akbkck | k= 0}
esim. {a*b¥ | k= 0}

esim.{ak|k=0}
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Pysahtymisongelma ohjelmointikielella

Turingin koneiden ja ohjelmointikielten vastaavuus:

Koneet ~ ohjelmointikieli
Kone ~ ohjelma
Koneen koodi ~ ohjelman konekieliesitys
Universaalikone ~ konekielen tulkki

Esimerkiksi pyséhtymisongelman ratkeamattomuuden
ohjelmointikielitulkinta on:

““Ei ole olemassa totaalista Java-menetelmad, joka ratkaisisi,
pysahtyykd annettu Java-menetelma M annetulla syotteella w".
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Oletetaan, etté on olemassa totaalinen Java-menetelma h, joka palauttaa
arvon true jos merkkijonon m esittdmé menetelma pyséahtyy syotteella w,
ja false muuten:

boolean h(String m, String w)

Nyt voidaan toteuttaa menetelméa hHat
boolean hHat( String m )

{ it (h(m,m))
while (true) ;}

Olkoon H menetelméan hHat merkkijonoesitys. hHat toimii seuraavasti:

hHat(H) pysahtyy < h(H,H) = false < hHat(H) ei pyséahdy

Ohjelmistotekniikan laitos OHJ-2300 Johdatus tietojenkasittelyteoriaan, syksy 2008 9.10.2008

13



6. Palautuvuus

¢ Pysahtymisongelman ratkeamattomuuden todistus on esimerkki
palautuksesta

¢ Jos pyséahtymisongelma olisi ratkeava, niin myds universaalikieli
olisi rekursiivinen

 Palautus itsesséaén ei kerro mitdéan kummankaan ongelman
ratkeavuudesta, niilla vain on tama kytkenta

¢ Tieddamme muuta kautta, etta universaalikieli ei ole rekursiivinen
¢ Ongelman A ollessa palautettavissa ongelmaan B,
A:n ratkaiseminen ei voi olla vaikeampaa kuin B:n

» Jos voimme palauttaa ratkeamattoman ongelman toiseen
ongelmaan, on jalkimmaisenkin oltava ratkeamaton
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Epatyhjyysongelma

Seuraava paatdésongelma on ratkeamaton:
“"Hyvaksyyko annettu Turingin kone yhtéan syétemerkkijonoa?”

NE ={ce{0,1}*|L(M)#0}

Lause (5.2) NE on RE-kieli, mutta ei rekursiivinen

Todistus. NE on RE-kieli osoitetaan harjoituksissa.

* Oletetaan sitten, ettd NE:Ila olisi totaalinen tunnistajakone MT¢

* Tamén avulla voitaisiin muodostaa totaalinen tunnistajakone
kielelle U

» Olkoon M mv. Turingin kone, jonka toimintaa syotteella w
tarkastellaan
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041, joswel(M)

HMT) = 0 joswglL(M)
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* Merkitdan M»:lla konetta, joka korvaa kulloisenkin todellisen
syotteen aina merkkijonolla w = a,a,...a, ja toimii sitten kuten M
« Koneen M toiminta ei riipu laisinkaan sen todellisesta
syoOtteesta.
* Se joko hylkaa tai hyvaksyy kaikki syotteet:
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*/*'L

*/A R */a, R */a, R L @
—( Y0 )Y L As() v TO
M

Turingin kone MW
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 Olkoon My, kone, joka

¢ saa syotteendan Turingin koneen M koodin (M) seka
bindérijonon w katenaation, (M, w), ja

« jattéa tuloksena nauhalle koneen M» koodin (Mv)

(M)
M W>_’O
Mgy ®

» Nyt kone M, ja kielen NE totaalinen tunnistajakone M"
yhdistamalla saataisiin seuraavan kuvan esittdmé Turingin kone
M’
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Q0
B

2

Universaalikielen U tunnistava totaalinen Turingin kone M,"
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e M, on totaalinen jos M",¢ on, ja L(M,") = U, koska

(M, w) € L(M,")

& (Mv) e L(MT\g) =NE
& LMY) =0

& weLM)

&S(M,wye U

» Lauseen 5.7 perusteella U ei kuitenkaan ole rekursiivinen, joten
koneen M," olemassaolo on ristiriita

 Nain ollen kielella NE ei voi olla totaalista tunnistajakonetta M7,
Olemme siis todistaneet, etté kieli NE ei ole rekursiivinen
o
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