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7.2 Luokka NP

Luokka NP on:
NP = U{ NTIME(¢) | t on polynomi }
= U, o NTIME(nk + k)
« Siis polynomisessa ajassa epadeterministisell& Turingin koneella
tunnistettavien kielten joukko
e PC NP
» Luokan NP ongelmista puhuttaessa tarkoitetaan yleensa niité
ongelmia, jotka eivat kuulu P:hen
» Esim. Hamiltonin polun etsimiseen suunnatusta verkosta ei
tunneta polynomista algoritmia, vaan verkossa on suoritettava
kattava haku
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* Seuraava epadeterministinen Turingin kone ratkaisee
Hamiltonin polku ongelman polynomisessa ajassa

e Syétteelld (G, s, t), missa G on suunnattu verkko ja s seka t sen
solmuja, G:n solmujen lukumééra on m:

1. Kirjoita m lukua p,, ..., p,,,, missé kukin p;, on epa-
deterministisesti valittu valiltd 1-m

2. Jos listassa py, ..., p,, On toistoja, hylkéa

3. Jos p, #stai p,, # t, hylkda

4. Jokaisellai€ {1, ..., m} tarkista onko (p, p,,,) kaari G:ss&.

Jos yksikin testi epéonnistuu hylk&a, muuten hyvaksy
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Klikkiongelma

» Suuntamattoman verkon klikki (clique) on taysin kytketty
aliverkko, s.o. kaikkien klikkiin kuuluvien solmujen valilla on kaari

e k-klikki on k:n solmun aliverkko
KLIKKI = { (G, k) | G on suuntaamaton verkko, jossa on k-klikki }

« Klikkiongelma voidaan ratkaista epadeterministisesti ensin
valitsemalla (arvaamalla) annetun verkon k solmua

» Sen jalkeen deterministisesti tarkistetaan, etta kaikkien valittujen
solmujen valilla tosiaan on kaari

« Jos ei ole, niin sydte hylatéaén
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Osajoukkosumma

 Annettuna monijoukko lukuja S = { x,, ..., x, } ja yksi erillinen luku ¢,
onko S:11a ali(moni)joukkoa { y,, ...y, } s.e. Xy, =t

e Esim. pari ({4, 11, 16, 21, 27 }, 25) kuuluu tdmé&n ongelman
kieleen, koska 4 + 21 = 25

 Kattava haku: kay lapi kaikki 2 osajoukkoa ja tutki onko
alkioiden summa t

¢ Epadeterministisesti valitaan (arvataan) osajoukko lukuja
annetusta kokoelmasta S

¢ Deterministisesti tarkistetaan, etta valittujen lukujen summa on ¢t
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« P on nopeasti ratkaistavien ongelmien joukko
» NP on nopeasti verifioitavien ongelmien joukko

Vaikuttaisi ilmiselvéltd, NP on oleellisesti P:ta laajempi luokka,
mutta ei ole kyetty todistamaan yhdellekd&n NP:n ongelmalle,
ettei silléa ole polynomista ratkaisualgoritmia

e Taten on periaatteessa mahdollista, ettd P = NP

vaativia deterministisia algoritmeja
NP € EXPTIME = U, DTIME(2")
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7.3 NP-taydellisyys

¢ Funktio f: ©* - I'’* voidaan laskea polynomisessa ajassa, jos on
olemassa Turingin kone M ja polynomi p, joilla
. f:fM ]a

* time,,(n) < p(n) kaikilla n

¢ Olkoot A € ¥*, B < I'* formaaleja kielia

» A voidaan palauttaa polynomisesti B:hen, merk.
A<, PB,
jos on olemassa polynomisessa ajassa laskettava funktio
fiX*>T*s.e.
XEA® f[x)EB Vx€eX*
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Lause 7.31 Kaikilla kielilla 4, B, C patee

i As,pA, (refleksiivisyys)

ii. josAs,?»BjaBs,pC, ninAs,pC (transitiivisuus),
ii. josA<,rBjaBEe€NP,ninAe€NP ja

iv. josA<,PBjaBE€EP,ninA€EP.

Huom.: palautusehdon osalta tama lause on tdsmalleen sama kuin
lause 5.22. Muuttunut kohta on palautuksen polynominen
laskettavuus.
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Todistus.

i. Valitaan palautusfunktioksi f{x) = x.

ii. Yhdistetty funktio h(x) = g(f(x)) on palautus A:sta C:hen,
h: A<, C (kts. 5.22).
h voidaan laskea poly ajassa: Olkoon M, (M,) funktion f(g)
polynomin p (q) rajoitamassa ajassa laskeva Turingin kone.
Voidaan olettaa, etta p ja q ovat kaikkialla ei-véahenevia.

Olkoon M :n, Mygy:n ja M:n toiminta kuten lauseen 5.22
todistuksessa.
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Yhdistamalla koneet samoin kuin aiemmin saadaan funktion h
laskeva kone M,, jonka aikavaativuus syo6tteella x on

time,, (x) + timeMREW(f(x)v) + timeMg(f(x))
< p(IxD) +2p(Ix]) + q(1f)D
<3p(Ix]) +q(p(Ix1))
= 0(q(p(1x1)),
joka on polynominen x:n pituuden suhteen.

ii. (jaiv.) Palautuksen f: A <, B polynomin p rajoittamassa ajassa
laskeva kone M, kielen B g:n rajoittamassa ajassa tunnistava
kone M ja My, yhdistamélla samaan tapaan kuin lauseen
5.22 todistuksessa, saadaan kielen A ajassa 0(q(p(|x])))
tunnistava kone M,. Se on deterministinen, jos kone M:kin on.

[m]
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Lausekalkyylin toteutuvuus, SAT

Annettuna lausekalkyylin kaava ¢ (Boolen lauseke), joka koostuu

muuttujista x;, ..., x,, vakioista O (false) ja 1 (true), seka
konnektiiveist V, Aja .

Onko ¢ toteutuva? Onko olemassa sellaista muuttujien
arvoasetusta t: { x, .., x,} = {0, 1}, joilla

O(tx,), - t0x,)) = 1

Arvataan arvoasetus t muuttujille ja tarkistetaan, etta ¢(t) = 1.

Jos :ssé& on n muuttujaa, niin ¢t voidaan esittéda n-bittisena
bindérijonona ja tarkastaminen sujuu polynomisessa ajassa
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¢ Stephen Cook ja Leonid Levin osoittivat 1970-luvun alkuvuosina,
etté on olemassa NP-taydellisten ongelmien luokka

» NP-taydellisen ongelman vaativuus on sidoksissa koko luokan NP
ongelmien vaativuuteen

« Jos polynomiaikainen ratkaisualgoritmi on olemassa yhdellekin
NP-taydelliselle ongelmalle, niin sellainen on olemassa kaikille
luokan NP ongelmille

 Helpottaa ongelman P =?= NP k&sittelya ja vaikeiden ongelmien
tunnistamista

Lause 7.27 SATEP < P=NP
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* Monet lausekalkyylin kaavojen rajoitetut muodotkin ovat NP-
taydellisia

¢ Kaava ¢ on konjunktiivisessa normaalimuodossa (cnf), jos se on
muotoa

@=C,ACyA..AC,,
missé kukin tekija C; on disjunktio
Ci=a,Va,V..Va,
* Termit o; ovat literaaleja: muuttujia tai niiden negaatioita
* CSAT on cnf-kaavojen toteutuvuusongelma:

{ @ | @ on toteutuva cnf-kaava }
Selvasti CSAT € NP. Mv. Lausekalkyylin kaava voidaan muuntaa

polynomisessa ajassa cnf-muotoon
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* Rajoittamalla cnf-kaavan tekijoiden literaalien lukuméaéara
tésmalleen k:hon literaaliin saadaan k-konjunktiivinen
normaalimuoto (k-cnf)

* Kieliperhe

KkSAT ={ @ | @ on toteutuva k-cnf-kaava }
* Kieli 2SAT kuuluu luokkaan P

Lause CSAT <, » 3SAT

Todistus.

¢ Annettu cnf-kaava ¢ voidaan muuttaa polynomisessa ajassa
ekvivalentiksi 3-cnf-kaavaksi o'
* Olkoon @=C,AC,A..AC,
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* Kukintekija C,= o, Va, V..V a,r=3, korvataan 3-cnf-kaavalla
Cl=( Vo, VEJA (R Vo VE)A LA (=t Va., Va,),

missa t,, ..., t, , ovat uusia muuttujia. Kaava C,' voidaan selvasti
muodostaa polynomisessa ajassa tekijasté C,.

Viela on tarkistettava, ettd tima muunnos tayttaa palautusehdon
@ € CSAT < @' € 35AT:

1. ¢ toteutuva = @' toteutuva:

Kaikilla tekijoilla C, taytyy ¢:n toteuttavan totuusarvoasetuksen
asettaa a; =1 jollalkm o, € C,.

C, toteutuu kun asetetaan literaalien arvot samoin kuin C,:n
toteuttavassa arvoasetuksessa ja uusien muuttujien arvot
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seuraavasti

1, josj<i-2
70, josj>i-2
2. @ toteutuva <= @' toteutuva:

Tallin joko

b) jollakin i < r-3:

t.=1At,, =0,
jolloin on oltava «,,, =1 ja tekija C, toteutuu.
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Talldin myds @:n tekijoité C, vastaavat alikaavat C,' toteutuvat.

a) jokin literaali o; = 1, o; € Cy, ja C, toteutuu sen ansiosta tai
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Jos r < 3, niin

C,=oyVa,Vo;=
G =Gy

C=ayVa,=
C'=(a;Va,Vt)A(a, Va,V—t)

C,=a=
Cl=(aVt,VE) A (o Ve a,Vty)

AlaV =t VE) A (o VAt a,Vaty)

Kaavojen toteutuvuuden ekvivalenssi sailyy.
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Solmupeite, VC

Annettuna suuntaamaton verkko G ja luonnollinen luku k.

Onko G:ssé enintdan k:n solmun solmujoukkoa, joka peittéda
kustakin verkon kaaresta véhintaén toisen paan?

VC:n esittdminen formaalina kielena edellyttaa verkkojen
koodaamista merkkijonoiksi. Voidaan kayttdd samantapaisia
koodaustekniikoita kuin Turingin koneiden kohdalla.

Arvataan annetusta verkosta G annettu maara k solmuja ja
tarkistetaan verkon koon suhteen polynomisessa ajassa, etta
valitut k solmua peittavéat G:n kaaret
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Lause 3SAT <,pVC

Todistus. Olkoon ¢ = C; A C, A ... A C,, 3-cnf-kaava, jossa esiintyvét
muuttujat x;, ..., x,,.

Vastaava solmupeiteongelman tapaus (G, k) muodostetaan

seuraavasti.
 (:ss& on solmu kutakin literaalia kohden
* G:ssa on kolme solmua C}t, €2, C? kutakin ¢:n tekijaa C; kohden
 (:ssa on kaaret:
* (x, =x),
* (CLCA, (CHCH). (CPC) ja
e Jos (=0, Va,Vag, nin (C} a,), (CA ay), (CF a3)
e k=n+2m
Selvasti verkko G voidaan muodostaa kaavasta ¢ polynomisessa
ajassa.
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Kaavan F = (x, V =x; V 7x,) A (X, VX, V 7x,) verkko
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1. ¢ toteutuva =
G:lla on enintdan k = n + 2m solmun solmupeite:

« Otetaan totuusarvoasetusta vastaavaan solmupeitteeseen
kutakin muuttujaa vastaten sité literaalia, joka saa arvon 1,
vastaava solmu (n solmua)

* Jokaista tekijaa C; vastaavasta kolmiosta on yhdesta
kulmasta alkava kaari (C/, a,) nyt peitetty

» Otetaan solmupeitteeseen vield kolmion kaksi muuta kulmaa
(kaikkiaan 2m solmua)
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2. G:lla on enintddn k:n solmun solmupeite = ¢ toteutuva:
e Olkoon 1", |V'| <k, G:n solmupeite
¢ Jotta V' voisi peittdd kaikki G:n kaaret, on sen siséllettava
yksi solmu kutakin muuttujaa kohden ja vahintaén kaksi
solmua kustakin C-kolmiosta

e Nainollen |[V'| =k
* Asetetaan

05 x <V
t(x) = 1 j.OSXI €
0, jos—x eV’

Jokaisen C-kolmion karjisté alkavista kaarista yhden
peittaa litefaalisolmu o € V'

Talloin ¢(a) =t(C) =1 mi
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* Siis SAT <,,» CSAT <,» 3SAT <,» VC

* Kieli B on NP-taydellinen, jos
1. BENPja

2. A<, P B Kaikilla A € NP

» NP-taydellinen kieli voidaan tunnistaa deterministisesti
polynomisessa ajassa jos ja vain jos kaikki muutkin luokan NP
kielet voidaan tunnistaa deterministisesti polynomisessa ajassa

Lause 7.35 Olkoon B NP-taydellinen kieli ja B € P. Talldin P = NP.
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Lause 7.36 Olkoon B NP-taydellinen kieli, C e NP ja B<,p C.

Talldin myds € on NP-taydellinen.

Todistus. Koska B on NP-taydellinen, niin méaaritelman mukaan
A<, 7B kaikilla A € NP. Toisaalta B <,,? C, joten polynomisen

palautuksen transitiivisuuden perusteella (lause 7.31) patee
A<,pCkaikilla A € NP. Oletuksen perusteella C € NP, joten vaite

pétee. o

« Jos siis halutaan osoittaa ¢ NP-taydelliseksi kieleksi, riittéa

muodostaa polynominen palautus tunnetusta NP-taydellisesta
kielesta B kieleen C ja lisaksi todeta, ettd C € NP

* Ensin pitéisi todeta jokin kieli NP-taydelliseksi
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