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Tässätekstissäkäyn läpi opintojakson8100500Ohjelmistotekniikanmatemaattisetmenetel-
mät26.1.2004pidetyntentinvastaukset.Pyrinesittämäänvastauksetymmärrettävästija lisäksi
perustelenjoitakin vastauksia.Tämänvuoksi osavastauksistanion pitempiäkuin annettutila
sallisi.Täysiinpisteisiinonyleensäriittänyt vaatimattomampivastaus.

Arvosteluperiaatteetkoskevat vain kyseistätenttiä.Täysin moitteettomatvastauksettuot-
tavat tietysti ainatäydetpisteet,muttahiemanvirheellistenvastaustenpisteytys voi vaihdella
tenttikerrastatoiseen,samoinvastausten,jotkaovatselkeästiväärinmuttajoissaonsilti jotakin
oikeansuuntaista.

Vajaitamuttanollaasuurempiapistemääriäjaoin vain niissätapauksissa,joissavastausja-
kaantuuluonnostaanosiin jotka voi pisteyttääerikseen,tai joissavastausoli selvästiperiaat-
teeltaanoikeinmuttasisälsiolennaisenhuolimattomuusvirheen.Tästäsyystävajaatnollaasuu-
remmatpistemäärätovatmelko harvinaisia.

Kirjoita lukukelpoista!Vastaukseltaei vaaditaenempääkuin mihin tila riittää.Sivujaonkaksi.

Opiskelijanro Nimi

Sähköposti

1 { n
�

1 ��� i ; 1 � i � n : A � i ��� A � i 	 1� }
2 a := 1; y := n
3 while a � y � A � a �
	 A � y ���
 maali do
4 { ��� i ; 1 � i � a : � j ; 1 � j � n : A � i �
	 A � j ���
 maali �
5 � ��� i ; y � i � n : � j ; 1 � j � n : A � i �
	 A � j ���
 maali � }
6 if A � a ��	 A � y ��� maali then
7 a : 
 a 	 1
8 else
9 y : 
 y � 1

1. (3p) Suomennaoheisenohjelmanrivin 4 väite(älävälitä rivistä5).

1
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Mikääntaulukon alkuosan1 ��������� a � 1 alkio yhteenlaskettunataulukon minkäänalkion kanssa
ei tuotamaalia.

Joskvantifiointi oli ilmaistuepäselvästi,vähensinpisteen.Josvastausoli tyyppiä “. . . yh-
teenlaskettunataulukonminkäänmuun alkionkanssa. . . ”, vähensin2 pistettä.

2. (3p) Miksi rivin 4 väitepätee,kun
riville 4 tullaanensimmäisenkerran?

Silloin a 
 1, jotenväli 1 � i � a on tyhjä.
Hiemanepämääräisistävastauksistaannoin2 p.Vastauksista,joissaoli oikeakinsisältömut-

tasenlisäksitäysinasiaankuulumatontaannoin1 p.

3. (3p) Kirjoita mahdollisimmanvahva,ainarivin 3
alussavoimassaoleva a:n ja y:n arvoja koskevaväite.

1 � a � y � n
Että1 � a nähdäänsiitä,ettäa aloittaaarvosta1 ja vain kasvaa.Vastaavastinähdääny � n.

Väite a � y päteeensimmäistäkertaariville 3 tultaessa,koskaalussaluvattiin 1 � n, joten
silloin a 
 1 � n 
 y. Josriville 3 tullaanmyöhemmin,on kuljettu silmukanläpi. Silmukan
sisäänmentäessäoli a � y ja silmukassavain toinenmuuttujistaa ja y voi vaihtaaarvoaanja
vainyhdellä,jotensilmukankierroksenlopussaja siismyösriville 3 palattaessapäteea � y.

Kukin epäyhtälöoli yhdenpisteenarvoinen.Josvastausoli kokonaisuutenapätemätönväi-
te, annoin0 p, paitsi ettävirheellisestäväitteestäa � y sakotin vain yhdenpisteen.Väitteen
muotoilussaesiintyneistäkummallisuuksistasakotin yhdestäkolmeenpisteeseen.

4. (3p) Miten rivin 7 alussavoi päätellä,että � j ; y � j � n : A � a �
	 A � j ���
 maali?

Koska1 � a � y � n, näemme,että1 � a � n. Niinpä rivin 5 kaavassavoidaanvalita j 
 a.
Saadaan� i ; y � i � n : A � i �
	 A � a ���
 maali.

Josvastauksessaei oltu vedotturivin 5 kaavaanvaanoli yritetty päätelläväite muuten,
vaadin,ettäpäätelmässäoli jollakin tavalla sanottu“Silloin kun y pieneniarvosta j, päti A � a �
	
A � j ��� maali. Koskaa ei ole senjälkeenpienentynyt, samapäteenykyiselläkina:n arvolla.”

5. (3p) Miten rivin 7 alussavoi päätellä,että � j ; 1 � j � y : A � a �
	 A � j ���
 maali?

if-testinvuoksitiedetään,ettäA � a ��	 A � y ��� maali. Rivillä 1 luvataan,ettätaulukko onnousevas-
sasuuruusjärjestyksessä.Niinpäkun 1 � j � y, päteeA � j ��� A � y � ja sitenA � a �
	 A � j ��� maali.

JosväitettiinettäA � j ��� A � y � , niin yksi pistekatosi.

6. (3p) Miten rivin 9 alussavoi päätellä,ettäA � a ��	 A � y ��� maali?
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Rivillä 3 suljettiinpoismahdollisuusA � a ��	 A � y � 
 maali, ja rivillä 6 mahdollisuusA � a ��	 A � y ���
maali.

7. (3p) Kirjoita rivin 4 kaavankaltainenmutta
vahvempi,rivin 7 alussavoimassaoleva kaava.

� i ; 1 � i � a : � j ; 1 � j � n : A � i �
	 A � j ���
 maali
Rivin 4 jälkeenei mitäänole vielä muutettu,joten senkaava päteeyhä.Tehtävissä5, 6 ja

4 huomattiin,ettäA � a ��	 A � j � �
 maali, jos 1 � j � y, j 
 y tai y � j � n. Siis � j ; 1 � j � n :
A � a �
	 A � j ���
 maali. Tämäyhdistettynärivin 4 kaavaantuottaavastauksen.

Tähäntarjottiin vastauksia,joissaväitettiinA � i ��	 A � j �!� maali joillekin i ja j. Tässäonsikäli
järkeä,ettäA � i �
	 A � j �"� maali on aidostivahvempiväitekuin A � i �
	 A � j �#�
 maali. Tämäväite
ei kuitenkaanvälttämättäpädekaikilla niillä i ja j, joistarivin 4 kaava puhuu.Esimerkiksikun
maali 
 6 ja A �1 ��������� 4� 
 � 1 � 2 � 3 � 7� , onkahdenkierroksenjälkeena 
 2, y 
 3 ja A � 1�$	 A � 4� 

8 � maali. Pätemättömästäkaavastaannoinnolla pistettä.Jos i ja j oli rajattuniin kapealle
alueelle,ettäkaavapäti,annoinosanpisteistä.Täysiäenantanut,koskarajausheikentääväitettä
riviin 4 verrattuna.

Kotitehtävä:myös rivin 9 alussapäteejokin kaava, joka on sukuaaiemminannetuilleja
perusteltavissaedelläolevankaltaisellapäättelyllä.Kirjoita kyseinenkaavaperusteluineen.

8. (3p) Annamaali ____ja A �1 ����� 4� [ ____,____,____,____] siten,ettälopuksi1 � a � y � n.

Vaikkamaali 
 5 ja A �1 ��������� 4� 
 �1 � 2 � 3 � 7� ,
9. (3p) Annamaali ____ja A �1 ����� 4� [ ____,____,____,____] siten,ettälopuksi1 � a 
 y � n.

Vaikkamaali 
 6 ja A �1 ��������� 4� 
 �1 � 2 � 3 � 7� ,
10. (3p) Joslopussaa 
 y, niin mitä tiedetääntaulukon A sisällöstä?

Joko A � a ��	 A � a � 
 maali, tai maali ei olemuodostettavissataulukonA kahdenalkionsummana.
Hyväksyintäysinpisteinmyöshiemanheikommanväitteen:maali ei ole muodostettavissa

taulukon A kahdeneri alkion summana.Sensijaanjos väitettiin ettämaali ei ole muodostetta-
vissataulukon A kahdenalkion summana,niin sakotin 2 p. Tämäväitehänei pädeesimerkiksi
silloin, kun maali 
 6 ja A � 1 ��������� 4� 
 �1 � 2 � 3 � 7� .

Josväitettiinettä“ei löytynyt”, niin annoin0 p. Vaikkamatematiikassasanaa“löytyy” käy-
tetäänuseinilmauksen“on olemassa”synonyymina,on niillä tietokoneohjelmientapauksessa
olennaisestierilainenmerkitys: jotakin voi olla olemassa,vaikka ohjelmaei sitä löytäisikään.
Ohjelmistapäättelyssäavainkysymysuseinon, löytääköohjelmavarmastisenmitä onolemas-
sa.

11. (3p) Perusteleedellinenvastauksesi.
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Rivin 4 ansiostatiedetään,ettäainakaanmikäänpaikkaaa ennensijaitseva alkio ei voi olla
osallisenakahdenalkion summassa,jonkatuloson maali. Rivin 5 vuoksisamavoidaansanoa
alkioista, jotka sijaitsevat paikany jälkeen.Näin ollen, jos maali voidaanmuodostaaA:n al-
kioidensummana,on molempienyhteenlaskettavien sijaittava alueellaa ��������� y. Josa 
 y, niin
silloin molempienyhteenlaskettavien onoltava kohdastaa.

* * *

Tentinohjelmaavoidaansiiskäyttäälöytämääntapamuodostaamaali taulukonA kahdenalkion
summana,jos sellainenon olemassa.Josvaaditaan,ettäalkiot ovat erit, riittää ajaaohjelmaja
katsoalopuksi,onko a � y. Jossallitaanalkioidenolevan samat,pitääohjelmanjälkeenvielä
tarkastaa,ettäjos a 
 y, niin onko 2 % A � a � 
 maali.

Ohjelmannerokkuusonsiinä,ettäseselviäätehtävästäänilman,ettäkokeillaankaikkiapa-
reja.Eri alkioidenparejaon 1

2n2 � 1
2n, muttaohjelmakokeileeenintäänvainn � 1 paria.Isoilla

n tämätekee ohjelmastahuomattavasti nopeammankuin mikäänkaikkien parienkokeilemi-
seenperustuva ohjelma.Ohjelmaedellyttää,ettäA on nousevassasuuruusjärjestyksessä,mutta
hyvällä järjestämisalgoritmillaA saadaanjärjestykseenniin nopeasti,ettäohjelmannopeusetu
säilyy suurimmaltaosaltaan.

Ohjelmanjuju onsanotturivien4 ja 5 kaavoissa.Neilmaisevat,ettäa:n edelläja y:n jäljessä
olevat alkiot eivät tule kysymykseen.Tehtävässä2 selvitettiin, miksi rivin 4 kaava päteekun
silmukkaantullaanensimmäisenkerran.Jossilmukansuoritusmeneerivin 9 kautta,ei mikään
rivin 4 kaavassamainittu asiamuutu, joten kaava on voimassakun silmukanalkuun tullaan
uudelleen.Jossilmukansuoritusmeneerivin 7 kautta,saadaantehtävässä7 löydetty kaava,
joka rivin 7 vaikutuksestamuuttuurivin 4 kaavaksi. Ideanaon, ettäriville 7 tultaessaon saatu
uutenatietona,ettämyöskäänsenhetkisena:n kohdallaoleva alkio ei tule kysymykseen,joten
rivillä 7 liitetäänsehylättyjenjoukkoon.

Rivin 4 kaava siis säilyy voimassa,kun silmukanläpi kuljetaankumpaatahansareittiä.
Vastaava päättelyvoidaantehdärivin 5 kaavalle.

Niinpämolemmatkaavatovatvoimassaainakuntullaansilmukanalkuun.Neovatvoimassa
myösohjelmanlopussa,koskasinnejoudutaan,kun silmukanalkuuntullaanviimeisenkerran
ja todetaan,ettäsilmukanehtoei (enää)pädekään.Tehtävissä10 ja 11niitä käytettiinohjelman
lopussasenpäättelemiseksi,ettäohjelmaantaaoikeantuloksen.

12. (9p) OlkoonΣ 
'& a � b � c ( . Piirrämahdollisimmanpienetdeterministisetäärellisetautomaatit
siten,ettäniidenhyväksymätkielet ovatkuvaustenmukaiset.( ) x * = x pyöristettynäalas.)
B 
+& a1 %�%�% an , Σ -�.0/ i ; 1 � i � n : ai


 a �1� j ; i � j � n : a j �
 b (
A 
+& a1 %�%�% an , Σ - . n � 3 ( B C 
+& an . n � 1 �2) n 3 3* 
 1 (

A: Automaatintuleehyväksyäkaikki merkkijonot,joidenpituusonenintään2, eikämuuta.
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4 56�7 4 58b
9 6�7a

6 9�:
c

4 58b
9 6�7a

6 9�:
c

B: Kielen määritelmäpoimii ne merkkijonot,joissaon jossakinkohti a ( / i ; 1 � i � n : ai



a) siten,ettämissäänmyöhemmässäkohdassaei ole b:tä (� j ; i � j � n : a j �
 b). Kannattaa
huomata,ettätämäei kiellä sellaisiaa, joiden jälkeentuleevielä b, kunhanviimeisenkinb:n
jälkeentuleejoskusa.

Kun merkkijonoaluetaan,a:n pitääviedälopputilaankoskasenjälkeenehtoon voimassa.
Myöhemmintulevan b:n pitää“perua” lopputilassaolo, ja sitämyöhempia palauttaasentaas
voimaan.Vastauskannattaasiis rakentaakahdestatilasta,joista toinentarkoittaasitä,ettävii-
meisina onolemassaeikäsenjälkeenole tullut b:tä, ja toinentämänvastakohtaa.Tiloistapitää
lisätävieläkaaretniille aakkosille, joille ei vieläolekaaria.Nämäaakkoseteivätvaikutaehdon
voimassaoloon,joten niitä vartentehdytkaaretpalaavat sinnemistä lähtivät. Saatiinoheinen
kuva.

Vastauksenepädeterministisyydestäsakotin pisteenverran,samoinpaluu-b-kaarenpuuttu-
misesta.

46�7 ;b<
c

4 5 ;a<
c

8a=
b

C: Kaava valitseene pelkästääna:stakoostuvat jonot, joiden pituuson � 1 ja välillä 3 ��������� 5.
Oheinenkuvanäyttääne.

(Minulla sattui lipsahdus:tarkoituksenioli kirjoittaa n � 1 � n mod 3 
 1, jolloin oikea
vastausolisi päättynyt kolmena:n silmukkaanjossaonyksi hyväksymistila.)6�7 4 8a 4 8a 4

;a4 5= a4 5= a4 5

13. (3p) Määritteletehtävän12kieli B säännöllisellälausekkeella.

Helpoimmallapääsee,kun ilmaiseesena:n jokaonkohdassai, ja sanoo,ettäsitäennensaaolla
mitävain ( � a . b . c �>- ) ja senjälkeenmitä tahansamuutakuin b ( � a . c ��- ):

� a . b . c � - a � a . c � -
14. (3p) Merkkijonoa1a2 %�%�% an onpalindromi, jos ja vain josseontakaperinsamakuin etuperin.
Kirjoita logiikankaava, jokasanoo,
ettäa1a2 %�%�% an onpalindromi.
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� i ; 1 � i � n : ai

 an ? i @ 1

Vastaukseksikelpaamyös � i ; 1 � i �A) n2 * : ai

 an ? i @ 1, sillä kun i �A) n2 * , on n � i 	 1 � i,

jotentestiai

 an ? i @ 1 joko on tarpeetonkoskasiinätestataanalkiota itseäänvastaan,tai seon

jo tehtymuodossaan ? i @ 1

 ai.

15. (3p) Osoita,ettäjosaakkostoon & 1 ( , niin kieli “palindromit” onsäännöllinen.

Kaikki pelkästäänykkösistäkoostuvatmerkkijonotovatpalindromeja.Kieli onsiis1-
eli & 1 (B- . Tämänkielen voi osoittaasäännölliseksiesimerkiksitoteamalla,että1- on
säännöllinenlauseke, jonkakieli seon; tai piirtämälläoheisenDFA:n.

4 56�7 =1
Oikeaperiaatemuttavääräkieli (esimerkiksi � 11� - ) tuotti 2 p.

16. (6p) Osoita,että jos aakkostoon & 1 � 2 ( , niin kieli “palindromit” ei ole säännöllinen.Vas-
taukseksiei riitä sana“pumppauslemma”,pitäämyöskertoamihin merkkijonoonsitäsovellat
ja mitenepäsäännöllisyysseuraasoveltamisentuloksesta.

Tästätehtävätyypistäoli perusteellinenselitysedellisessätentinpalautetekstissä.

17. (6p) Kirjoita BNF-määritelmäkielelle P = “palindromit”, kun aakkostoon & 1 � 2 ( .

P ::= ε . “1” . “2” . “1” P “1” . “2” P “2”
Josvastaustuotti vainpituudeltaanparittomatpalindromit,setuotti 3 pistettä.Samoinkävi,

jossetuotti vainpituudeltaanparillisetpalindromit.Jossetuotti kaikki muutpalindromitpaitsi
ε, annoin5 p.

18. (6p) Piirrä deterministinenäärellinenauto-
maatti,jokahyväksyysamankielenkuin kuvan
automaatti.Näytä,mitenautomaattisitilat vas-
taavat annetunautomaatintiloja.4

1

6�7 ; a<
b

8a 4
2 8a 4 5

3

;a <
b

Tyhjänmerkkijononluettuaanautomaattivoi olla vain tilassanumero1. Lopputuloksenalkuti-
laksi tuleesiis tila, jokaedustaajoukkoa & 1 ( . Seonhylkäystila,koskatila 1 on hylkäystila.
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Tilasta1 käsinalkuperäinenautomaattivoi lukeaa:n tai b:n. Lukemallaa:n sevoi päästä
tilaan 1 tai 2. Tästäsaadaanlopputulokseena-kaari alkutilastatilaan & 1 � 2 ( . Tämäkintila on
hylkäystila,koskasekä1 että2 ovathylkäystiloja.

Lukemallab:n tilasta1 automaattipääseevain tilaan 1. Niinpä lopputuloksentilasta & 1 (
vedetäänb-kaariitseensä.

Tiloista 1 ja 2 päästääna:lla tiloihin 1, 2 ja 3; ja b:llä vain tilaan1. Saadaana-kaari tilasta& 1 � 2 ( uuteentilaan & 1 � 2 � 3 ( ja b-kaarijo tunnettuuntilaan & 1 ( . Tila & 1 � 2 � 3 ( onlopputila,koska
tila 3 onalkuperäisenautomaatinlopputila.

Tilasta & 1 � 2 � 3 ( tuleea-kaariitseensäja b-kaariuuteenlopputilaan& 1 � 3 ( . Siitätuleeb-kaari
itseensäja a-kaaritilaan & 1 � 2 � 3 ( .

Nyt vastausonvalmis.Koskatilojen numerotovatyksinumeroisia,ei aiheudusekaannuksen
vaaraa,jos jätämmetilojen esityksestäpoisjoukkosulkeetja pilkut.6�7 4

1
8a=

b
<

b

4
12 8a CD EFGH IJ

123 = a

CD EFGH IJ
13 = b
;b

<
a

Oikeassavastauksessaon siis kaksi lopputilaa & 1 � 2 � 3 ( ja & 1 � 3 ( . Tämäjohtuusiitä,ettäal-
kuperäisessäautomaatissab-kaareteivätvie tilaan2. Joslopputulosminimoidaan,tilat & 1 � 2 � 3 (
ja & 1 � 3 ( sulautuvat yhdeksitilaksi (ja mitäänmuutaei tapahdu).Koskaminimoidunlopputu-
loksentiloilla ei ole enääselkeäävastaavuuttaalkuperäisenautomaatintiloihin, sakotin kaksi
pistettä,jos oli annettuminimoitu lopputulosniin ettälopputilannumeronaoli 123.Minimoitu
lopputulosmuunlaisellatilojen numeroinnillatuotti 3 pistettä,ja muuoikeankielenhyväksyvä
DFA yhdenpisteen.

Petriverkko on tässätentissärakenne � P� T � F � M̂ � , missäP K T 
 /0, F L� P M T ��NO� T M P � ja M̂ L P. Joukon P alkiot piirretäänympyröinä,T
suorakaiteinaja F nuolina.Joukon M̂ alkioidensisäänpiirretääntäplä.

4�P A 4C

D E

B8 8999 Q666 R; <

19. (5p) Ilmoita kuvanPetriverkon P, T , F ja M̂.

P 
+& A � C ( , T 
+& B � D � E ( , F 
S& � A � B ����� B � C ����� A � D ����� D � A ����� E � A ����� C � E ��( ja M̂ 
S& A ( .
20. (3p) PiirräPetriverkko siten,että.P . 
 2, .T . 
 1 ja F on mahdolli-
simmansuuri.

Pitääsiis piirtääkaksiympyrää,yksi suorakaideja mahdollisimmanpaljonnuolia.KoskaF L� P M T �TNU� T M P � , saanuoli kulkeaympyrästäsuorakaiteeseenja toisinpäin,muttaei ympyräs-
tä ympyrääneikä suorakaiteestasuorakaiteeseen.KoskaF on joukko, saasamallavälillä olla
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samaansuuntaanenintäänyksi nuoli.KoskaM̂:stäei olesanottumitään,saaympyröidensisään
piirtäätäplättai jättääpiirtämättä. 4 48 8==

21. (3p) Olkoonx , P N T . Määrittele V x niiden
olentojenjoukkona,joistaonnuoli x:ään.

Siis V x on oltava muotoa & olento . ehto ( . Koskanimi x on käytössätehtävässä,on luontevaa
antaaolennoillenimeksiy, siis V x 
W& y . y:stäon nuoli x:ään ( . Koskanuoltenjoukko on F,
saadaan“y:stäonnuoli x:ään”ilmaistuksikirjoittamalla � y � x � , F . Saatiin

V x 
 & y .!� y � x � , F (
Myös kelpaaV x 
 & y , P N T .�� y � x � , F ( . Siinäon mainittu,ettäy:n pitääolla P:n tai

T :n alkio. Tämävaatimuskyllä seuraajo siitä, että � y � x � , F LW� P M T ��NO� T M P � , muttasen
sanomisestaselvästiei olehaittaa.

OhjelmointikielenC++ operaattoreidenpresedensseillepäteepr(&) > pr(̂ ) > pr(| ) > pr(&&) >
pr(|| ). Jos & x � y (XL & 0 � 1 ( , niin x & y 
 x && y ja x | y 
 x || y .

22. (3p) Valitsex _____,y _____ja z _____siten,että x && y | z �
 x && y || z .

x 
 0 ja z 
 1. y saaolla kumpi vain.
Koska&& sitooheikomminkuin | , on x && y | z 
 x && � y | z � . Koska&& sitoovahvemmin

kuin || , on x && y || z 
 � x && y � || z. Tästävastauson helppopäätellä.Vaikkei osaisikaan
päätellä,senlöytääkokeilemallakaikki kahdeksanx:n, y:n ja z:n arvoyhdistelmää.

23. (4p) Piirrä lausekepuutlausekkeille (a) x && y | z ja (b) x && y || z .

Lausekkeidenoikearyhmittely näytettiinedellisentehtävänselityksessä.Niistä on helppopiir-
tääpuut:

(a)
4
&&999
6 6 64

x
4
|YYY Z Z Z4

y
4
z

(b)
4
||999
6 6 64

&&
4
zYYY Z Z Z4

x
4
y

loppu


