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Tassétekstissékayn lapi opintojakson81005000hjelmistotekniikanmatemaattisetenetel-
mat26.1.2004pidetyntentinvastauksetPyrin esittamaamvastaukseymmarrettavasiia lisaksi
perustelerjoitakin vastauksiaTamanvuoksi osavastauksistanbn pitempiakuin annettutila
sallisi. Taysiin pisteisiinon yleens&iittanyt vaatimattomampvastaus.

Arvosteluperiaattedtoskevat vain kyseistatenttid. Taysin moitteettomatvastauksetuot-
tavat tietysti ainataydetpisteet,mutta hiemanvirheellistenvastausteipisteytys voi vaihdella
tenttikerrastaoiseen samoinvastausterjptka ovat selkeéstivaarinmuttajoissaon silti jotakin
oikeansuuntaista.

Vajaitamuttanollaasuurempigpistemaarigaoin vain niissatapauksissgpissavastauga-
kaantuuluonnostaarosiin jotka voi pisteyttad erikseentai joissavastausoli selvastiperiaat-
teeltaaroikein muttasisalsiolennaisermuolimattomuusvirheed.astésyystavajaatnollaasuu-
remmatpistemaaraovat melko harvinaisia.

Kirjoita lukukelpoista!Vastaukselt@ai vaaditaenempauin mihin tila riittda. Sivuja on kaksi.

Opiskelijanro Nimi

Sahkoposti

1 {n>1AVi;1<i<n:Ali]<Ali+1]}

2 a:=1;y:=n

3 whilea<y A Ala]+Aly] # maali do

4 { (Vi;1<i<a:Vvj;1<j<n:Ali]l+A[j] # maali)
5 A (Viy<i<n:Vj;1<j<n:Al]+A]j] # maali)}
6 if Ala] +Aly] < maali then

7 a:=a+1

8 else

9 y=y—-1

1. 3p) Suomennaheiserohjelmanrivin 4 vaite (&lavalitarivistab).
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Mikaantaulukon alkuosani, ..., a— 1 alkio yhteenlaskttunataulukon minka&nalkion kanssa
ei tuotamaalia.

Joskvantifiointi oli ilmaistu epaselvastiydhensimpisteen.Josvastausoli tyyppia*“. .. yh-
teenlaskttunataulukon minkaanmuun alkionkanssa..”, vahensir2 pistetta.

2. (3p) Miksi rivin 4 vaite pateekun
riville 4 tullaanensimmaisekerran?

Silloina= 1, jotenvali 1 <i < aontyhja.
Hiemanepamaaraisistastauksistannoin2 p. Vastauksistgpissaoli oikeakinsisaltomut-
ta senlisédksitaysinasiaankuulumatontannoinl p.

3. @p) Kirjoita mahdollisimmarvahwa, ainarivin 3
alussavoimassableva a:n ja y:n arwja koskeva vaite.

1<a<y<n

Ettda1l < anahdaarsiitd, ettda aloittaaarvostal ja vain kas\aa.Vastaaastinahdaary < n.
Vaite a < y pateeensimmaistéertaariville 3 tultaessakoskaalussaluvattiin 1 < n, joten
silloin a=1 < n=y. Josriville 3 tullaanmydhemmin,on kuljettu silmukanlapi. Silmukan
sisddnmentdessali a < y ja silmukassavain toinenmuuttujistaa ja y voi vaihtaaarvoaanja
vainyhdella,jotensilmukankierroksenopussga siis mydsriville 3 palattaesspéateea <.

Kukin epayhtéldoli yhdenpisteenarwinen.Josvastauli kokonaisuutengéatematorvai-
te, annoin0 p, paitsi ettavirheellisestévaitteestda < y salotin vain yhdenpisteen.Vaitteen
muotoilussasiintyneistt&kummallisuuksistaalotin yhdesté&kolmeenpisteeseen.

4. 3p) Mitenrivin 7 alussavoi paatellaettayj;y < j <n:Afal+ A[j] # maali?

Koskal < a<y<n, ndemmegttd1l < a < n. Niinparivin 5 kaavzassavoidaanvalita j = a.
Saadaali;y <i<n:A[i]+Ala # maali.

Josvastauksessai oltu vedotturivin 5 kaazaanvaanoli yritetty paatellavaite muuten,
vaadin,ettapaatelmassali jollakin tavalla sanottu‘Silloin kuny pieneniarvostaj, pati Ala] +
Alj] > maali. Koskaa ei ole senjalkeenpienentyiyt, samapateenykyisellakina:n arvolla.”

5. 3p) Mitenrivin 7 alussavoi paatellaettavj; 1 < j <y:Alal +A[j] # maali?

if-testinvuoksitiedetaanettaAlal + Aly] < maali. Rivilla 1 luvataangttataulukko onnouseas-
sasuuruusjarjestyksesddiinpakunl < j <y, pateeA[j] < Aly] jasitenAla] + A[j] < maali.
Josvaitettiin ettdA[ j] < Aly], niin yksi pistekatosi.

6. 3p) Miten rivin 9 alussavoi paatellaettaAla) + Aly] > maali?
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Rivilla 3 suljettiin poismahdollisuus[a] + Aly] = maali, jarivilla 6 mahdollisuusi[a] + Aly] <
maali.

7. 3p) Kirjoita rivin 4 kaavankaltainenmutta
vahvempi,rivin 7 alussavoimassableva kaava.

Vi;i<i<a:Vj;1<j<n:Al]+A]j] # maali

Rivin 4 jalkeenei mitaanole viela muutettu,joten senkaava pateeyha. Tehtaviss, 6 ja
4 huomattiin,ettaAlal + A[j] # maali, jos1< j<y, j=ytaiy< j<n. SiisVj;1<j<n:
Ala] + A[j] # maali. Tamayhdistettyn&ivin 4 kaavaantuottaavastauksen.

Tahantarjottiin vastauksiajoissavaitettiin Ali] +A[j] < maali joillekin i ja j. Tasséonsikali
jarked,ettaAli] + A[j] < maali on aidostivahvempivaite kuin Afi] + A[j] # maali. Tamavaite
ei kuitenkaarvalttamattgpadekaikilla niilla i ja j, joistarivin 4 kaava puhuu.Esimerkiksikun
maali =6jaA[l,...,4] =[1,2,3,7], onkahderkierroksenalkeena= 2,y = 3ja A[1] + Aj4] =
8 > maali. Patemattomastkaasastaannoinnolla pistettd.Josi ja j oli rajattuniin kapealle
alueelle ettdkaava pati,annoinosanpisteistaTaysidenantanutkoskarajausheikentaédvaitetta
riviin 4 verrattuna.

Kotitehtava:myosrivin 9 alussapéteejokin kaava, joka on sukuaaiemminannetuilleja
perusteltaissaedelldolevankaltaisellapaattelylla Kirjoita kyseinenkaava perusteluineen.

| 8.3p Annamaali jaAl...4 , , , ] siten,ettalopuksil <a<y<n. |

Vaikkamaali =5jaA[l,...,4] =[1,2,3,7],

| 9. 3 Annamaali jaA[l...4[ , , , ] siten,ettalopuksil<a=y<n. |

Vaikkamaali = 6jaA[l,...,4] =[1,2,3,7],

10. @3p) Joslopussaa =y, niin mitdtiedetdartaulukon A sisallosta?

Jolo Ala] + Ala] = maali, taimaali ei ole muodostetteissataulukon A kahderalkion summana.

Hyvaksyintaysinpisteinmyodshiemanheikommanvaitteen:maali ei ole muodostettassa
taulukon A kahdeneri alkion summanaSensijaanjos vaitettiin ettdmaali ei ole muodostetta-
vissataulukon A kahdenalkion summananiin salotin 2 p. Tamavaitehanei padeesimerkiksi
silloin, kunmaali =6jaA[l,...,4 =11,2,3,7].

Josvaitettiin ettd“ei 10ytynyt”, niin annoinO p. Vaikkamatematiikassaanaaloytyy” kay-
tetdanuseinilmauksen‘on olemassa’synoryymina, on niilla tietokoneohjelmiertapauksessa
olennaisesterilainenmerkitys: jotakin voi olla olemassayaikka ohjelmaei sita [oytaisikaan.
Ohjelmistapéaattelyss@vainkysymysuseinon, Ioytddkoohjelmavarmastisenmita on olemas-
sa.

11. (3p) Perusteledellinenvastauksesi
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Rivin 4 ansiostatiedetdanettd ainakaanmikaanpaikkaaa ennensijaitseva alkio ei voi olla
osallisen&ahdenalkion summassgpnkatuloson maali. Rivin 5 vuoksi samavoidaansanoa
alkioista, jotka sijaitsevat paikany jalkeen.Nain ollen, jos maali voidaanmuodostag:n al-
kioiden summanapn molempienyhteenlaskttavien sijaittava alueellaa, ... ,y. Josa =y, niin
silloin molempienyhteenlaskttavien on oltava kohdastaa.

Tentinohjelmaavoidaansiis kayttadldytamaartapamuodostaanaali taulukon A kahderalkion
summanajos sellainenon olemassalosvaaditaanettaalkiot ovat erit, riittdd ajaaohjelmaja
katsoalopuksi,onko a < y. Jossallitaanalkioidenolevan samat pitaaohjelmanjalkeenviela
tarkastaaettdjosa =y, niin onko 2- Ala] = maali.

Ohjelmannerokkuuson siing, ettaseselviddtehtavastaaiman, ettdkokeillaankaikkia pa-
reja.Eri alkioidenparejaon %nz — %n, muttaohjelmakokeileeenintddnvainn— 1 paria.lsoilla
n tamatekee ohjelmastahuomattaasti nopeammarkuin mikaankaikkien parienkokeilemi-
seenperustua ohjelma.Ohjelmaedellyttdd ettaA on nouseassasuuruusjarjestyksessautta
hyvalla jarjestamisalgoritmillaA saadaanérjestykseemiin nopeastigettaohjelmannopeusetu
sailyy suurimmaltaosaltaan.

Ohjelmanjuju onsanottuivien 4 ja 5 kaaroissaNe ilmaisevat, ettda:n edellgja y:n jaljessa
olevat alkiot eivat tule kysymykseenTehtavass& selvitettiin, miksi rivin 4 kaava pateekun
silmukkaantullaanensimmaisekerran.Jossilmukansuoritusmeneerivin 9 kautta,ei mikaan
rivin 4 kaavassamainittu asiamuutu, joten kaavza on voimassakun silmukanalkuun tullaan
uudelleenJossilmukansuoritusmeneerivin 7 kautta,saadaanehtavass& |6ydetty kaava,
jokarivin 7 vaikutuksestamuuttuurivin 4 kaavaksi.ldeanaon, ettariville 7 tultaessaon saatu
uutenatietona,ettamyodskaarsenhetkisem:n kohdallaoleva alkio ei tule kysymykseenjoten
rivilla 7 liitetaansehylattyjenjoukkoon.

Rivin 4 kaava siis sailyy voimassakun silmukanlapi kuljetaankumpaatahansareittia.
Vastaaa paattelyvoidaantehdarivin 5 kaavalle.

Niinpamolemmakaaratovatvoimassainakuntullaansilmukanalkuun.Ne ovatvoimassa
myd6sohjelmanlopussakoskasinnejoudutaankun silmukanalkuuntullaanviimeisenkerran
jatodetaanettasiimukanehtoei (enddpadekaanTehtavissd 0ja 11 niita kaytettiinohjelman
lopussasenpéaattelemiseksgttaohjelmaantaaoikeantuloksen.

12. 9p) OlkoonZ = {a,b,c}. PiirrdAmahdollisimmarpienetdeterministisefidrellisetautomaatit
siten,ettaniidenhyvaksymatkielet ovat kuvaustermukaiset(| x| = x pyoristettyn&alas.)
B={a1--rapcZ*|3i;1<i<n:g=aAVj;i<j<n:a;#b}

A={a;---an€Z*|n< 3} B C={a"|n>1A|n/3| =1}

A: Automaatintuleehyvaksyakaikki merkkijonot,joidenpituuson enintadar?, eika muuta.
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RNy S-S

B: Kielen maaritelmdpoimii ne merkkijonot,joissaon jossakinkohtia (di; 1 <i<n:ag =
a) siten, ettimissaarmyohemmasséohdassai ole b:ta (Vj ;i < j < n:aj # b). Kannattaa
huomataettatamaei kiella sellaisiaa, joiden jalkeentuleevield b, kunhanviimeisenkinb:n
jalkeentuleejoskusa.

Kun merkkijonoaluetaana:n pitddviedalopputilaankoskasenjalkeenehtoon voimassa.
My6hemmintulevan b:n pitda“perua” lopputilassaolo, ja sitd mythempia palauttassentaas
voimaan.Vastauskannattaasiis rakentaakahdestailasta, joistatoinentarkoittaasité, ettavii-
meisina on olemassa&ikasenjalkeenole tullut b:ta, ja toinentamanvastalohtaa.Tiloista pitaa
lisataviela kaaretniille aaklosille,joille eivielaole kaaria.Namaaakloseteivat vaikutaehdon
voimassaoloonjoten niitéa vartentehdytkaaretpalaaat sinne mista lahtivat. Saatiinoheinen
kuva.

Vastauksemrepadeterministisyydes#alotin pisteenverran,samoinpaluub-kaarenpuuttu-
misesta.

C: Kaava valitseene pelkastaara:stakoostu\at jonot, joiden pituuson > 1 ja valilla 3,...,5.
Oheinerkuva nayttaane.

(Minulla sattuilipsahdus:tarkoituksenioli kirjoittaa n > 1 An mod 3 = 1, jolloin oikea
vastauslisi paattyryt kolmena:n silmukkaanjossaon yksi hyvaksymistila.)

13. 3p) Maaritteletehtavanl2 kieli B saannolliselldausekleella

Helpoimmallapaéseekunilmaiseesena:n joka on kohdassa, ja sanoogttasitdennersaaolla
mité vain ((a|b|c)*) ja senjalkeenmita tahansanuutakuin b ((alc)*):

(alblc) a(alc)*

14. 3p) Merkkijonoajay- - - a, on palindromi, jos ja vain jos seon takaperinrsamakuin etuperin.
Kirjoita logiikan kaava, joka sanoo,
ettdajay - - - a on palindromi.
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Vijl<i<nig=an i1

VastauksekskelpaamydsVi; 1 <i < |3] :a = an_it1, sillakuni > [ 3], onn—i+1<i,
jotentestia; = a,_j+1 Joko on tarpeetorkoskasiindtestataaralkiotaitseaarvastaantai seon
jo tehtymuodossa,_j 11 = &;.

15. @p) Osoita,ettdjos aaklostoon {1}, niin kieli “palindromit” on séannéllinen.

Kaikki pelkastaaykkosistakoostunat merkkijonotovat palindromejaKieli onsiis 1*

eli {1}*. Tamankielen voi osoittaasaanndlliseksesimerkiksitoteamallaettd 1* on \©%\

saannollinerausele, jonkakieli seon; tai piirtamallaoheiserDFA:n.
Oikeaperiaatemuttavaarakieli (esimerkiksi(11)*) tuotti 2 p.

16. 6p) Osoita,ettdjos aaklostoon {1,2}, niin kieli “palindromit” ei ole séanndllinenVas-
tauksekski riitd sana‘pumppauslemma’pitdd myodskertoamihin merkkijonoonsita sovellat
ja mitenepasaannollisyyseurassoveltamisertuloksesta.

Tastatehtavatyypist®dli perusteellinerselitysedellisessdentin palautetekstissa.

17. ep) Kirjoita BNF-madritelmékielelle P = “palindromit”, kun aaklostoon {1, 2}.

Pu=g|"1” | 2" |“1" P*“1" | “2" P"2”

Josvastauguotti vain pituudeltaarparittomatpalindromit,setuotti 3 pistetta.Samoinkavi,
jos setuotti vain pituudeltaarparilliset palindromit.Jossetuotti kaikki muutpalindromitpaitsi
€, annoin5 p.

18. 6p) Piirra deterministineraarellinenauto-
maatti,joka hyvaksyysamarkielenkuin kuvan
automaattiNayta, miten automaattistilat vas-
taavat anneturautomaatirtiloja.

@ a
‘—‘.—‘{ RO ©)
bl b1

Tyhjanmerkkijononluettuaarautomaattivoi olla vain tilassanumerol. Lopputulokseralkuti-
laksituleesiistila, joka edustagoukkoa{1}. Seon hylkaystila,koskatila 1 on hylkaystila.
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Tilastal kasinalkuperainerautomaattivoi lukeaa:n tai b:n. Lukemallaa:n sevoi paasta
tilaan 1 tai 2. Tastdsaadaanopputulokseera-kaari alkutilastatilaan {1,2}. Tamakintila on
hylkaystila,koskasekal ettd2 ovat hylkaystiloja.

Lukemallab:n tilasta1l automaattipdéseevain tilaan 1. Niinp& lopputuloksertilasta {1}
vedetaarb-kaariitseensa.

Tiloista 1 ja 2 paéastaam:lla tiloihin 1, 2 ja 3; ja blla vain tilaan 1. Saadaarm-kaaritilasta
{1,2} uuteertilaan{1,2, 3} ja b-kaarijo tunnettuurtilaan{1}. Tila {1, 2, 3} onlopputila,koska
tila 3 on alkuperaisemutomaatifopputila.

Tilasta{1, 2,3} tuleea-kaariitseensga b-kaariuuteerlopputilaan{1, 3}. Siitdtuleeb-kaari
itseensga a-kaaritilaan {1, 2, 3}.

Nyt vastauonvalmis.Koskatilojen numerotovatyksinumeroisiagi aiheudusekaannuksen
vaaraajos jatammetilojen esityksestgoisjoukkosulkeetja pilkut.

a
a.123
b bl |a

Y

b

Oikeassavastauksessan siis kaksilopputilaa{1, 2,3} ja {1,3}. Tamajohtuusiitd, ettaal-
kuperaisessautomaatissh-kaareteivatvie tilaan2. Joslopputulosminimoidaantilat {1, 2, 3}
ja {1,3} sulautuat yhdeksitilaksi (ja mitddnmuutaei tapahdu) Koskaminimoidunlopputu-
loksentiloilla ei ole endéaselkedavastaauuttaalkuperdiserautomaatirtiloihin, salotin kaksi
pistettd jos oli annettuminimoitu lopputulosniin ettalopputilannumeronaoli 123. Minimoitu
lopputulosmuunlaisellailojen numeroinnillatuotti 3 pistetta ja muuoikeankielenhyvaksyva
DFA yhdenpisteen.

Petriverkko ontassaentissarakenne(P, T, F, M), missaPNT =0, F C A B G
(PxT)U(T xP) jaM C P. Joulon P alkiot piirretaanympyrdina, T
suorakaiteinga F nuolina.Joulon M alkioidensisaarpiirretaantapla.

19. 5p) lImoita kuvanPetrverkonP, T, F ja M.

P={AC}, T = {B,D,E},F = {(AB),(B,C),(AD),(D,A),(E,A),(C,E)} jaM = {A}.

20. @p) Piirra Petriverkko siten,etta
|IP| =2, |T| =1jaF onmahdolli-
simmansuuri.

Pitaasiis piirtdé kaksiympyraa, yksi suorakaidga mahdollisimmarpaljonnuolia. KoskaF C
(Px T)U(T x P), saanuoli kulkeaympyrastésuorakaiteeseqa toisinpain,muttaei ympyras-
ta ympyraaneika suorakaiteestauorakaiteeseeiKoskaF on joukko, saasamallavalilla olla
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samaarsuuntaarenintaanyksi nuoli. KoskaM:stéei ole sanottumitaan,saaympyroidensisaan
piirtdataplattai jattaapiirtamatta. B

Cx O

21. 3p) Olkoonx € PUT. Maaritteleex niiden
olentojenjoukkona,joistaon nuoli x:a4an

Siis ex on oltava muotoa{ olento| ehto}. Koskanimi x on kaytdssé&ehtavassépn luontevaa
antaaolennoille nimeksiy, siis ex = { y | y:stdon nuoli x:dan}. Koskanuoltenjoukko on F,
saadaaniy:staon nuoli x:a4an”ilmaistuksikirjoittamalla (y, x) € F. Saatiin

ox = {y|($,X) €F}

Myos kelpaaex = {ye PUT | (y,X) € F }. Siindon mainittu, ettdy:n pitdaolla P:n tai
T:n alkio. Taméavaatimuskylla seurago siit, etta(y,x) e F C (P x T) U (T x P), muttasen
sanomisestaelvastiei ole haittaa.

OhjelmointikielenC++ operaattoreidepresedensseillpateepr(&) > pr(") > pr( ) > pr(&&) >
pr(| ). Jos{x,y} C {0,1}, niin x&y = x&&Yy ja x| y = X|| V.

22. (3p) Valitsex Y jaz siten,ettd x&&y| z # x&&y|l z.

x=0jaz= 1.y saaolla kumpivain.

Koska&& sitooheikomminkuin |, onx&&y| z=x&&(y| z). Koska&é& sitoovahvemmin
kuin|| ,onx&&y| z= (x&&y)| =z Téastdvastauson helppopaatellaVaikkei osaisikaan
paatellasenloytddkokeilemallakaikki kahdeksarx:n, y:n ja zn arwoyhdistelmaa.

\ 23. 4p) Piirralauselepuutiausekleille (a) x&&y| z ja(b) x&&y|| z.

Lausekleidenoikearyhmittely naytettiinedellisentehtavarselityksesséNiista on helppopiir-
taapuut:

loppu



