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Kaytannon asioita

Kirjoita vastaus puhtaaksi A4-kokoisille papereille tai konsepteille. Nido palautettavat
paperit yhteen, jos niitd on useampi kuin yksi.

Kirjoita vastaus siistilld kisialalla tai tekstinkisittelyohjelmalla. Vastauksissa tulee kayt-
tda samoja symboleita kuin kurssilla muutenkin.

Kirjoita palautettavien papereiden ensimmaéisen paperin (jos niitd on useita) alkuosaan
selvisti ndkyville niiden tehtdvien numerot, jotka olet valmistautunut esittdmé&an taululla.

Palautettavissa papereissa tulee selkeésti olla merkittyna palautettujen tehtdvien nume-
rot, eri tehtévit selkedisti erotettuna (esim. poikkiviiva tehtévien vélissd).

Kirjoita vastauspaperisi yldreunaan sen laskuharjoitusryhmén tunnus eli kirjain ja nume-
ro, johon olet menossa seki nimesi ja opiskelijanumerosi. Kirjoita opiskelijanumerosi niin
selvasti, ettd assistentti ei vahingossa lue sitd vdérin ja kirjaa suorituksesi jonkun muun
hyvaksi

Vinkkeji

Ennen kuin alat laskea, lue prujun ko. asiaa kisitteleva osuus tai kdy ko. luennot.
Lue tehtava huolellisesti.

Mieti, onko lopullinen vastauksesi jarkevi. Prujussa on neuvoja koskien mm. mita tehd4,
jos logiikan kaavan osoittaminen oikeaksi ei onnistu seké erityisesti miten lisdta “uskoa”
tilapredikaatin oikeellisuuteen. Samoja periaatteita voi soveltaa muunkinlaisten tehtévien
vastausten oikeellisuuden tai jirkevyyden tarkistamiseen.

Valmistaudu esittdméin taululla kaikki palauttamasi tehtavit.

Saat harjoituksista parhaan hyodyn tutustumalla etukéteen niihinkin tehtéviin, joita et
palauta.
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Pistejarjestelma lyhyesti

e Vastauksia ei varsinaisesti pisteytetd, vaan opiskelija palauttaa ne vastaukset, jotka hén

on valmistautunut esittamaan taululla.

o Assistentti valitsee kuka laskee minkakin tehtavan taululle.

e Mikili laskun esitys taululla ei suju, tai tehtdvaa ei ole tehty riittdvin huolella, voidaan

kyseinen tehtava hylaté laskijan osalta ja assistentti tarkistaa hdnen muutkin vastauksen-
sa ja harkintansa mukaan joko hyviksyy tai hylkdd ne. Assistentilla on kuitenkin oikeus
tarkistaa muidenkin kuin vain taululla kiyneiden vastaukset ja paattdid, onko vastaus
riittava, esimerkiksi ettd kaikkiin alakohtiin on annettu vastaus.

e Tehtivid on palautettava hyviksytysti 30, joista ainakin 16 tehtdvaryhmistd 8, ..., 15.

Merkkien selityksia

Tahan lukuun on koottu jatkossa kiytettavit matemaattiset ja pseudokoodimerkinnét kaikkein
tutuimpia lukuunottamatta.

Matematiikka yleista

Ed

[]

*iel

N

Suurin kokonaisluku, joka on enintddn yhtdsuuri kuin z. Esimerkiksi [4] = [4,2] =
49| = 4ja |—4] = —4ja |—4,2] = [—4,9] = —5. Hyddyllisid kaavoja: |z] < z ja
0<z—|z] <Ll

Pienin kokonaisluku, joka on vihintaén yhtasuuri kuin z. Esimerkiksi [4] =4 ja [4,2] =
[49] = 5 ja [-4] = [-4,2] = [-4,9] = —4. Hyodyllisid kaavoja: [z] > x ja 0 <
(2] —z < 1lja[—2] =—|x].

Jos x on jokin sopivat ehdot tdyttdvd binddrioperaattori, niin *;c;f(7) tarkoittaa, ettd

kiyddan lapi joukon I alkiot, lasketaan kullekin f(7), ja yhdistetdén tulokset operaattorilla
5

*. Esimerkki: 4+ 3450° = 22 + 3% + 42 + 5% = Z i, Kiytetiin erityisesti joukko-opin
=2
operaattorien U ja M yhteydessa.

Tarkoittaa relaation “—” transitiivista sulkeumaa. Ali sekoita relaatiota “—” implika-
tioon. Kaytannossa u —* v tarkoittaa, ettd wu:sta padsee v:hen nollalla tai useammalla
askeleella. Esimerkiksi graafin tapauksessa askel on siirtyminen kaaren alkusolmusta sen
loppusolmuun.

Katso luonnolliset luvut.

7, 7., Z~ Katso kokonaisluvut.

Q, Qf, Q Katso rationaaliluvut.

R, R, R~ Katso reaaliluvut.

assosiatiivisuuden suunta Katso sitovuuden suunta.
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kokonaisluvut Luvut...,—3,—2,—1,0,1,2,3,.... Kokonaislukujen joukkoa merkitdan Z. Po-
sitiivisten kokonaislukujen joukko on Z* = {n € Z|n > 0} ja negatiivisten kokonaislu-
kujen joukkoon Z= ={ne€Z|n<0}.

kaytossa oleva lukujoukko Tissd tekstissé, ellei kiytettavien lukujen joukkoa ole erikseen
ilmoitettu, niin kiytetdan kokonaislukujen joukkoa.

liitdnniisyyden suunta Katso sitovuuden suunta.

luonnolliset luvut Luvut 0,1, 2,3, .... Luonnollisten lukujen joukkoa merkitdin N. Varoitus:
jotkut kirjoittajat tarkoittavat luonnollisilla luvuilla lukuja 1,2, 3, .. ..

presedenssi Katso sitovuustaso.

rationaaliluvut Rationaalilukujen joukko Q = { ™ |m € Z An € Z — {0} }. Positiivisten
rationaalilukujen joukko on QT = {z € Q |z > 0} ja negatiivisten rationaalilukujen

joukkoon Q" ={z€Q|xz<0}.

reaaliluvut Reaalilukujen joukkoa merkitdan R. Positiivisten reaalilukujen joukko on R* =
{z € R|x >0} janegatiivisten reaalilukujen joukko on R~ ={z e R|x <0 }.

sitovuuden suunta Kutsutaan myos nimelld liitdnnidisyyden tai assosiatiivisuuden suunta.
Operaattorin x sitovuuden suunta méérittelee, miten x x y x z tulkitaan. Jos x sitoo
vasemmalle, niin x xy * 2 = (z x y) x 2. Jos * sitoo oikealle, niin z *xy * z = = * (y * 2).

Vertailuoperaattorit eivit matematiikassa sido kumpaankaan suuntaan: kaava z <y = 2
ei tarkoita (z < y) = z eikd x < (y = 2) vaan (z < y) A (y = z). Tulkinta (z <
y) = z ei olisi matematiikassa yleensé edes jarkevi, koska (x < y) tuottaa totuusarvon, ja
totuusarvon vertaamista lukuun tms. ei ole yleensd mééaritelty. Ohjelmointikielissa tilanne
on toinen: niissi esiintyy vasemmalle ja/tai oikealle sitovia vertailuoperaattoreita.

Katso myo0s sitovuustaso. Katso logiikan jne. operaattorien sitovuuden suunnat otsikon
“Logiikka” jne. kohdasta “sitovuuden suunta”.

sitovuustaso Kutsutaan my6s nimelld presedenssi. Jos operaattori x sitoo voimakkaammin eli
on korkeammalla sitovuustasolla kuin operaattori o, niin x x y o z tulkitaan (x x y) o z ja
x oy« z tulkitaan x o (y % 2).

Thmiselld on taipumus ottaa kaavoja jasentdessddn huomioon kaavan siséllon ja ladon-
nan antamat vihjeet. Esimerkiksi Vz : P(z) V Vz : Q(z) tulee helposti tulkittua kuten
(Vx: P(x)) V (Vz : Q(x)), vaikka logiikan téssé tekstissd kdytettdvien sitovuussdéntojen
mukaan se tarkoittaa Vo : (P(x) V Vx : Q(z)). Téasta syysta kaavoja kirjoitettaessa kan-
nattaa kiyttad ylimairaisid sulkuja, ja kaavoja lukiessa kannattaa ottaa huomioon mah-
dollisuus, ettéd kirjoittaja on vahingossa jattanyt pois valttamattomia sulkuja. Ylim&a-
raisid sulkuja kannattaa kiayttdd myos siksi, ettd kirjallisuudessa kiytetddn vaihtelevia
sitovuussaantoja.

Katso myos sitovuuden suunta. Katso logiikan jne. operaattorien sitovuustasot otsikon
“Logiikka” jne. kohdasta “sitovuustaso”.
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Logiikka

A

V

“Ja”. p A € tarkoittaa, ettéd sekd ¢ ettd & patee.
“Tai”. o V & tarkoittaa, ettd ¢ pétee tai & péatee tai molemmat péatevit.
“Ei”. -y tarkoittaa, ettd ¢ ei pade.

Implikaatio loogisena operaattorina. ¢ — £ tarkoittaa, etté jos ¢ pétee, niin myos £ péatee.
Toisin sanoen, p — & tuottaa False jos ja vain jos ¢ tuottaa True ja £ tuottaa False. Vertaa
=.

Ekvivalenssi loogisena operaattorina. ¢ <> £ on sama kuin ¢ — £ ja & — ¢ yhdessi.
Toisin sanoen, ¢ « £ tuottaa True jos ja vain jos joko sekd ¢ ettd £ tuottaa True, tai seki
© ettd & tuottaa False. Vertaa <.

1. Implikaatio kahden vaittdméan vertailuna. Kaytetddn yleensi ilmaisemaan paittelyas-
kelta. ¢ = £ on voimassa jos ja vain jos kaikissa niissd tilanteissa jotka ovat kyseisessd
asiayhteydessd mahdollisia ja joissa ¢ pétee, myos £ patee. (Eri tilanteita saadaan vaihte-
lemalla ¢:n ja &:n sisdlld esiintyvien vapaiden muuttujien arvoja.) Toisin sanoen, ¢ = &
on voimassa jos ja vain jos ¢ — £ tuottaa aina True riippumatta :n ja &:n sisilla ole-
vien vapaiden muuttujien arvoista, kunhan ei valita arvoyhdistelméé, joka on kyseisessa
asiayhteydessd mahdoton. Esimerkiksi x > 1 = x4y > 1 ei yleisesti ole pateva padtelma,
mutta se on patevé, jos asiayhteyden vuoksi tiedetddn, etta y > 0.

= on samankaltainen kuin —, mutta = esiintyy kaavojen vélissd ja — esiintyy kaavan
sisdlld. Tamén vuoksi saa kirjoittaa (¢ — &) — (, mutta ei saa kirjoittaa (¢ = &) = (,
koska siind = joutuu kaavan sisddn. Saa kirjoittaa ¢ = & = (. Se tarkoittaa samaa kuin
¢ = £ ja £ = ( yhdessd, mutta ¢ — & — ( tarkoittaa (¢ — &) — (. (Varoitus: joillakin
kirjoittajilla ¢ — & — ( tarkoittaa ¢ — (£ — ().)

2. Kaytetdan usein myos samassa merkityksessa kuin —.

Ekvivalenssi kahden viittdmén vertailuna. ¢ < ¢ on voimassa jos ja vain jos ¢ pitee
tdsmaélleen samoissa asiayhteyden sallimissa tilanteissa kuin £. Vertaa = ja <.

Kaikki-kvanttori. Vz : ¢(x) tarkoittaa, ettd jokainen alkio x toteuttaa ehdon p(z).

Va; p(x) : (x) tarkoittaa, etté jokainen ehdon ¢ toteuttava alkio = toteuttaa myos ehdon
€. Se tarkoittaa siis samaa kuin Vz : o(x) — £(x). (Varoitus: tdméa tapa kiyttaa vili-
merkkejd kvanttorin “V” yhteydessi ei ole kovin yleinen, vaikka se auttaa ryhmitteleméin
kaavoja helpommin ymmaérrettaviksi.)

Vx € A: p(x) tarkoittaa, ettd jokainen joukon A alkio = toteuttaa ehdon ¢. Se tarkoittaa
siis samaa kuin Vo : z € A — ¢(x).

On olemassa -kvanttori. 3x : ¢(z) tarkoittaa, ettd on olemassa ainakin yksi alkio x, joka
toteuttaa ehdon ¢(x).

Jdz; p(z) : &(x) tarkoittaa, ettd on olemassa ainakin yksi ehdon ¢ toteuttava alkio x,
jolle myts & pétee. Se tarkoittaa siis samaa kuin 3z : ¢(x) A {(z). (Varoitus: tdméi tapa
kiayttaa vilimerkkeja kvanttorin “J” yhteydessd ei ole kovin yleinen, vaikka se auttaa
ryhmitteleméén kaavoja helpommin ymmaérrettaviksi.)
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dr € A : p(z) tarkoittaa, ettd ainakin yksi joukon A alkio x toteuttaa ehdon ¢. Se
tarkoittaa siis samaa kuin 3z : x € A A ().

False Logiikan totuusarvo “epétosi”’. Jos kaava ei péade, niin sen totuusarvo on False. Usein
(varsinkin ohjelmointikielissd), mutta ei talla kurssilla, False:n tilalla kiytetdén lukuarvoa
0.

kvanttori Katso V ja d. Joskus kvanttoreiksi kutsutaan my6s muita samaan tapaan kiytettavia
symboleita.

maarittelemattoméit operaatiot kaavoissa Predikaatti on hyvin mééritelty, jos ja vain jos
siind olevat madrittelemattomia operaatioita sisdltavit predikaatit eliminoituvat seu-
raavilla laskusdannoilld: False A (mitd tahansa) < (mitd tahansa) A False < False,
True V (mitd tahansa) < (mitd tahansa) V True < True, False — (mité tahansa) < True
ja (mitd tahansa) — True < True. Siten esimerkiksi reaaliluvuilla Vz : % # 0V % =0
ei ole hyvin méaritelty, mutta Vz : % # 0V xz = 0 on hyvin maéritelty ja tuottaa True.
Predikaatit pitaa kirjoittaa niin, ettd ne ovat hyvin méaariteltyja.

sidottu muuttuja Muuttuja x on sidottu esiintyessdin kvanttorin vaikutuspiirissé. Jos muut-
tuja ei ole sidottu, se on vapaa. Esimerkiksi kaavassa y > 0A Vy: 2 +y <0)Vy =0
keskimmadiset y:n esiintyméit ovat sidottuja ja reunimmaiset vapaita. Tilanne voidaan tul-
kita myés siten, ettd kvanttori esittelee uuden muuttujan, jolla voi olla sama nimi kuin
jollakin muulla muuttujalla.

sitovuuden suunta Téssa tekstissd A, V, — ja < sitovat vasemmalle, ja = ja < kiyttay-
tyvét vertailuoperaattorien tavoin (katso =-). Varoitus: — sitovuuden suunta vaihtelee
kirjallisuudessa. Katso myos Matematiikka yleista > sitovuuden suunta.

sitovuustaso Logiikan operaattoreiden sitovuustasot vaihtelevat kirjallisuudessa. Téssé teks-
tissd ne ovat voimakkaimmasta heikoimpaan: -, A, V, —, <=, kvanttorit. Kaavojen vertaa-
miseen kiytettavit operaattorit = ja < sitovat edelld lueteltuja heikommin ja kiyttayty-
vat vertailuoperaattorien tavoin. Logiikan ulkopuolisista arvoista totuusarvoja tuottavat
operaattorit kuten =, #, < ja C sitovat voimakkaammin kuin loogiset operaattorit. Katso
myos Matematiikka yleistd > sitovuustaso.

totuusarvo Logiikan kaavan tuottama arvo. Totuusarvoja ovat False ja True.

True Logiikan totuusarvo “tosi”. Jos kaava pétee, niin sen totuusarvo on True. Usein (varsinkin
ohjelmointikielissd), mutta ei talla kurssilla, True:n tilalla kiytetdan lukuarvoa 1.

vapaa muuttuja Katso sidottu muuttuja.

Joukko-oppi
0 Tyhji joukko, eli joukko, jossa ei ole alkioita. Pitee A =) < Vx : x ¢ A.

{...}{a1,as,...,a,} on joukko, jonka alkiot ovat aj,as,...,a,. Pitee z € {aj,as,...,a,} <
r = aqVax = aV -+ Vo = a, Esimerkki: Viikonpiivit = { maanantai,
tiistai, . . ., sunnnuntai }.

{} on johdonmukainen mutta melko harvoin kiytetty vaihtoehtoinen merkinté joukolle (.
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N

N

ATZ

{z|p(z)} on niiden alkioiden x joukko, jotka toteuttavat ehdon ¢. Esimerkki: {z|3y € Z :
x =2 -y} on parillisten kokonaislukujen joukko. Pétee x € {z | p(z)} < ¢(z).

{z € A]¢(x)} on niiden A:n alkioiden = joukko, jotka toteuttavat ehdon ¢. Pétee {x €
Alp(@)} ={z|ze ANp(@)} = {z|px)}NA

{f(z) | ¢(x)} on joukko, joka saadaan kidymalld lapi ne alkiot z, jotka toteuttavat ehdon
¢; laskemalla jokaiselle f(z); ja kokoamalla tulokset joukoksi. Esimerkki: {2 -z | z € Z}
on parillisten kokonaislukujen joukko. Varoitus: koska tdmi merkinté ei erikseen kerro,

mikd muuttuja kiy arvoja lapi, on se epéaselvi silloin kun kaavassa on useita muuttuja-
symboleita.

Katso x.
Joukkoon kuuluminen. Esimerkki: Tampere € Suomen_kaupungit.

Joukkoon kuulumattomuus. Esimerkki: Melbourne ¢ Suomen_kaupungit. Voidaan mé&ari-
telld kaavalla x ¢ A <& —(z € A).

Tyhji jono, joukon A° ainoa alkio. Katso x.
Joukkojen yhtasuuruus mééritellaén A= B & Vr:x € Az € B.

Osajoukko. Esimerkki: Suomen_kaupungit C Kaupungit. Pitee AC B < Vr:x € A —
reBjaACB& ACBVA=B.

Aito osajoukko. Patee A C B & A C BA A # B. Varoitus: jotkut kirjoittajat kiyttavit
C tarkoittamaan samaa kuin C tarkoittaa tassé tekstissé.

Unioni. Esimerkki: {1,2,3} U{2,4} = {1,2,3,4}. Pitee AUB = {z |z € AVx € B}.
Leikkaus. Esimerkki: {1,2,3} N {2,4} = {2}. Pdtee AN B ={z |z € ANz € B}.

Joukkojen erotus. Esimerkki: {1,2,3} —{2,4} = {1,3}. Pitee A—B ={z|z € AAz ¢ B}.
Kirjallisuudessa kiytetdan myos symbolia \.

Tulojoukko. Esimerkki: {1,2,3} x {2,4} = {(1,2), (1,4), (2,2), (2,4), (3,2), (3,4)}. Pitee
Ax B ={(z,y)|zr € ANy € B}.

My6s useamman kuin kahden joukon yhdistdminen operaattorilla x on mahdollista:
Ay X Ay x -+ x Ay, = {(ay,a9,...,a,) |Vi; 1 <i<n:a; €A}

Tavallisten sulkujen tilalla kiytetdén toisinaan ( ja ), jotta eri tulojoukkojen alkiot erot-
tuisivat paremmin toisistaan eivitka sekottuisi kaavan muihin sulkuihin. Kielten teoriassa
sulut ja alkioiden véliset pilkut jatetddn usein kokonaan pois.

Silloin kun n = 1 katsotaan usein, ettd A; x --- x A, = A;. Tarkkaan ottaen se on
{(a) | a € A1}, mutta (a) ja a katsotaan usein samanveroisiksi.

Silloin kun n = 0 on tulojoukossa tdsmaélleen yksi alkio. Sita olisi johdonmukaista merkitd
ja toisinaan merkitadnkin () tai (). TAm& merkinta ei kuitenkaan ole kiyttokelpoinen
silloin kun sulut jatetddn kokonaan pois. Silloin kiytetdan symbolia €.

A potenssiin n. A" = Ax Ax---x A, missi A esiintyy oikealla puolella n kertaa. Toisin
sanoen se on kaikki A:n alkioista muodostettavissa olevat monikot, joissa on n alkiota.
Erityisesti A° on alkioiden merkintétavasta riippuen {()}, {()} tai {¢}.
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A*  Joukon A alkioista muodostettavissa olevien &érellisten jonojen joukko. Esimerkki:
{+ - ={e+ —++H+— -+ — + + +++ —,...}. Pitee A" = AT U {e} =
AYUATUA U

At Joukon A alkioista muodostettavissa olevien epatyhjien dérellisten jonojen joukko. Pétee
At = A —{e} = AU A2U AU

|A|  Adrellisen joukon A alkioiden méird. Esimerkkeji: [{+,—} = 2, |[#] = 0 ja
{1,2,3,2,1}| = 3.

24 Joukon A osajoukkojen joukko eli A:n potenssijoukko. Esimerkki: 2{t} =
{0,{+},{-},{+,—}} Pitee 24 = {X | X C A}.

P(A) Sama kuin 24.

sitovuuden suunta Téssd tekstissd U, N, — ja X sitovat vasemmalle. €, ¢, C ja C ovat
vertailuoperaattoreita ja kiyttaytyvat sen mukaisesti. Katso myos Matematiikka yleista
> sitovuuden suunta.

sitovuustaso Téssé tekstissd x sitoo voimakkaimmin, sitten N, sitten U ja — yhtd voimak-
kaasti, ja lopuksi €, ¢, C ja C. Kirjallisuudessa sitovuustasot saattavat vaihdella. Katso
my6s Matematiikka yleistd > sitovuustaso.

Pseudokoodi (ohjelmakoodi)

Ohjelmien esittdmisessa kiytettdva pseudokoodi mukailee Algol-Pascal-Ada-kielten merkinto-
ja. Ehdoissa ja lausekkeissa on suosittu tavallisia matemaattisia merkintéja. C/C++:sta on
poimittu kitevia lisid, kuten +=.

Algol-tyylisten pseudokoodien kiytto on yleista kirjallisuudessa. Monet C/C+ +-merkinnét
ovat opetuskayttoon huonoja koska ne ovat sekavia, ja sijoitus- ja yhtasuuruusvertailuoperaat-
torit ovat ristiriiddassa matematiikan yhtdsuuruusoperaattorin kanssa: matematiikassa yhtéasuu-
ruus on =, mutta C++:n = tarkoittaa sijoitusta ja yhtasuuruusoperaattorina on ==. Lisiksi
pseudokoodin erilaisuus auttaa erottamaan yleiset asiat C+--sidonnaisista.

Ellei toisin sanota tai asiayhteydesta ilmene, muuttujat ovat kokonaislukutyyppisia.

Tietueen (tai olion) kentén valitsin. Esimerkki: henkilé. nimi. Toimii kuten C++:ssa.

T Osoittimen padssid olevaan tietueeseen viittaaminen. os T on sama kuin C+-+:n *os, ja
0s7. kenttd toimii kuten C++:n os->kentta.

:= (Tavallinen) sijoitusoperaattori. v := e toimii kuten C++:n v = e.

+= v += e toimii muuten samoin kuin v := v+ ¢, paitsi ettd v:n osoite lasketaan vain kerran.
Talla erolla on harvoin merkitystd. Merkitystd on esimerkiksi silloin, kun v on muotoa
A[f(...)], missd funktion f laskenta aiheuttaa sivuvaikutuksia (kuten tulostusta). Kuten
C++m +=.

—— Kuten +=, mutta vdhennyslaskulle. Kuten C++:mn -=.

= Kuten +=, mutta kertolaskulle. Kuten C+-+:n *=.
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and Muuten sama kuin A, paitsi ettd oikeaa puolta ei lasketa, jos vasen tuotti False. Sama

for

if

kuin C++:n &&.

Silmukkarakenne for ¢ := ala to yld do ... endfor toimii kahta seikkaa lukuunottamatta
samoin kuin C++:n for( i = ala; i <= yl&; ++i ){...}. Ensiksi, ylaraja lasketaan
ennen silmukan ensimmaéista kierrosta ja siilyttda arvonsa, vaikka sen laskemisessa tar-
vittavat tiedot muuttuisivat. Niinpa yld := 3; for ¢ := 1 to yld do yld := yld + 1 endfor
lopettaa kun yld = 6, toisin kuin C++:n vastaava silmukka. Toiseksi, for-silmukan sisalla
el saa yrittdd sijoittaa muutttujaan ¢. Niin voidaan olla varmoja, ettd silmukka pyorii
enintddn max(0, yld — ala + 1) kierrosta.

Sana to voidaan korvata sanalla downto, jolloin silmukkamuuttujan arvo alenee yhdella

joka kierroksella.

Ehtorakenne if ehto then ... else ... endif toimii kuten C+-+:n if( ehto
){...}else{...}. else-osan saa jattaa pois.

mod Jakojaénndsoperaattori. Jos b # 0, niin a mod b on se luku =, jolle b- [ 7] +x = a. Ei-

Nil

or

negatiivisilla a:n ja b:n arvoilla kiyttaytyy kuten C+-+:n %. Negatiivisilla arvoilla syntyy
yleensi eroa, koska C+-+:n kokonaislukujen a/b pyoristaé tuloksen (todennékoisesti) nol-

laa kohti, mutta | ¢ | pydristdd pienempéi lukua kohti. Tdmén sekavuuden vuoksi mod:n

merkitys on syyté aina tarkastaa, jos haluaa kiyttaa sitd kun a < 0 tai b < 0.
Osoittimen arvo silloin kun se ei osoita minnekian.

Muuten sama kuin V, paitsi ettad oikeaa puolta ei lasketa jos vasen tuotti True. Sama kuin
Ct++m |].

repeat Silmukkarakenne repeat ... until ehto toimii kuten C++:n do{...}while( !ehto ) ;,

ts. “...” suoritetaan ainakin kerran. Huomaa, etta silmukasta tullaan ulos kun ehto patee;
tdmén vuoksi C+-+-vastineessa on ehdon edessa “!”.

while Silmukkarakenne while ehto do ... endwhile toimii kuten C+-:n while( ehto ){...}.

Taulukko 1: Kreikkalaiset kirjaimet

englanniksi suomeksi englanniksi suomeksi
A« alpha alfa N v nu nyy
B beta beeta =& xi ksii
I'vy F gamma gamma 0o omicron omikron
A delta delta 7w pi pii
FE ee  epsilon epsilon Pppo rho rhoo
Z ¢ zeta zeeta o sigma sigma
Hn eta eeta TT tau tau
© 019 theta theeta Y v upsilon ypsilon
1. iota ioota P ¢ ¢ phi phi
K k » kappa kappa X x chi khii
AN lambda lambda VT psi psii
M p mu myy Quw omega oomega
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Muista, ettd muuttujien oletusarvoalue on Z.

Tehtavaryhma 1

Témén ryhmién tehtéivissi ovat voimassa seuraavat madritelmit: f(z) = v+y+1jag(y) = y*+x
sekii P(i,n) & 1<i<nAl<i<njaQ(i,n) < 1l<i<nV1<i<n.

1. Olkoon h(x) =z —ax — 1.

(a) Sievenni h(a + 1).

(b) Ratkaise a:n suhteen h(x + 1) = 0.

(c) Laske h(1 —2a), kun a = 2.

(d)
)

d) Ratkaise a:n suhteen h(a/x) = 0.

(e) Sievennd f(f(x)).
(f) Sievennd f(f(y))-
2. Olkoon h(z) =1 — 22
(a) Sievennd h((1—a)(1+a)).
(b) Sievennd h(z) — h(1), kun z = 3.
(c) Ratkaise z:n suhteen h(h(x)) = 0.
(d) Sievenni h(a)* — h(a?).
))-
)

(f) Sievenni g(f(y)).

(e) Sievennd f(g(z

)
)
)
)
)
)
3. (a) Sievennd P(i,n).
(b) Sievenna P(i,2)
(c) Sievennd Q(i,2).
(d) Sievenna Q(n —i,n).
(e) Sievennd P(i,n) A Q(i,n).
(f) Sievennd —P(i,n) A Q(i,n)
(a) Sievenna Q(i,n).
(b) Sievenni P(i,3).
(c) Sievennd Q(Z,S)
(d) Sievennd P(n —i,n).
) (i (i,n).
) (i

e) Sievennd P(i,n ) VQ
f) Sievennad P(i,n) A Q(n —i,n).

(
(
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5.

(a) Sievennd Q(i —1,n —1).
(b) Sievenna P(2i,n).

(
(

)

)

c)

d) Sievennd P(i —n, 3).
)
)

(i
(27,
Sievennd Q(i — n,n).
(i
e) Sievennd —P(i,n)V =Q(i,n).

(
(f) Sievennd —P(i,n) A =Q(i,n).

6. Taulukko A[1,...,n] on ns. keko, jos A[| %] > A[i] aina, kun 2 < ¢ < n. Oheinen algoritmi

jarjestelee taulukon A[l, ..., n] uudelleen niin, ettd lopputulos on keko.
1 fori:= |5]| downto 1 do
2 Joi=1; x := Alil;
3 repeat
4 vanha == j; j = 2;
5 if j <n and A[j + 1] > A[j] then j += 1 endif;
6 if j <n and A[j] > = then Alvanha] := A[j] endif
7 until j > n or Afj] < z;
8 Alvanha) :== x
9 endfor

C-++:n taulukot indeksoidaan nollasta (n — 1):een eikd yhdestd n:&4én. Muuta algoritmia
siten, ettd se sopii C++:n taulukoille.

Vihje: (1) lisd& ensin jokaiseen taulukon indeksointiin “—1” tyyliin Ale] ~ Ale — 1].
Sitten (2) korvaa “juoksutusmuuttuja” i joka paikassa lausekkeella i + 1, lisd4 tarvittaessa
sulut, siis (i + 1). Tee vastaavasti muuttujille j ja vanha. Lopuksi (3) sievenni lausekkeet
sielld missd mahdollista; esimerkiksi muuta A[(i + 1) — 1] muotoon A[i]. (Korvauksen
1~ 1+ 1 tavoitteena oli tehdd tdméa nimenomainen, ymmartamistd helpottava sievennys
mahdolliseksi.)

Huomaa: voit aivan hyvin tilapéisesti kirjoittaa i + 1 := | %], kunhan sen jilkeen sieven-
nat ¢:n “paljaaksi” vihentdmalld molemmilta puolilta ykkosen. Huomaa myos, ettéd talloin
joudut viahentdméadn ykkosen vield yhdestd kohdasta — mistd? Sijoituksen j + 1 .= 2
sieventadmiseksi korvaa se operaattoria := kayttavilla sijoituksella. Kannattaa myos hyo-
dyntai sitd, ettd kokonaisluvuilla x < y tarkoittaa samaa kuin x < y — 1: se sallii tehda
sievennyksid tyyliin j +1 <n~ j <n.

Valmistaudu esittdmadn taululla vaiheet (1)—(3).
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Tehtavaryhma 2

Tehtévat tulee ratkaista kiyttdméatta totuustauluja.

Propositiologiikka
7. (a) Sievennd —(a Ab) Aa
(b) Sievennd a AbVaAbAc
(¢) Osoita PAQ — PV Q
(d) Osoita P A —-Q < —(P — Q)
e) osoita (P — Q) A (R— S)AN(PV~-S) = QV-R.

C

(
8. (a) Sievennd —(aVb)V =(aANbAc)
(b
c¢) Osoita (P — Q) — P) — P

Osoita ((PA=Q) — Q) — (P — Q)

Sievennd a Ab — a Vb
(
(d
(e) osoita (P —>Q)AN(P—R) = P— (QAR)

b) Sievennd a — bAa — b
(c) Osoita (PVQ)AN(P—- R)AN(Q — R) — R
(d) Osoita (PVQ)AN—-P = Q

e) Osoita (P - Q)AN(R— S)A(PVR) = QVS

)
)
)
)
)
)
)
)
)
9. (a) Sievennd aVb—aAb
(b)
)
)
(e)
10. (a) Sievennd a Ab<«a Vb
(b) Sievenna (a — b) V (b — —a)
(c¢) Osoita PA (P — Q)< PAQ
(d) Osoita QA (Q — R)AN(R— P)= P
) JAN(P = (@ —R))=R

(e) Osoita P A (P — @Q

11. Mitka seuraavista viittdmistd patevit?

(a) PVQ—R = P—R
(b PN\Q— R = P—R
(¢c) PQANR = P—R
(d) P=QVR = P—R
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12. Propositiologiikassa kaava on konjunktiivisessa normaalimuodossa jos ja vain jos se on
muotoa ¢; A ¢a A --- A ¢,, missd jokainen ¢; on klausuuli. Klausuuli on kaava muotoa
& V&V -V E,, jossa kaikille j € {1,...,m} pétee £ on muotoa b tai —b, missd b on
propositiosymboli.

Mitké seuraavista kaavoista ovat konjunktiivisessa normaalimuodossa ja jos jokin kaava
ei ole, niin kerro miksi se ei ole.

(a) (PVQ)AR

(b) (PVQV R)A(=PV-R)

(c) (aNbAc)V (bA D)

(d) ~AN—-B

(e) AVB

(f) ~(PVQVR)A(=PVQ)

()
(h)

h (;Ul V 29V 333) AN (SL’g NxoV .T4) VAN (_LTI V X3 V _|.T4)

e

sataa N tuulee V paistaa N\ —tuulee V —sataa N\ paistaa

Sievennd seuraavat kaavat konjunktiiviseen normaalimuotoon
i) PA-QVR
(G) PANQV-QAR
k) P-Q—R
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Tehtavaryhma 3

Tamén tehtaviryhméan tehtévit puhuvat taulukoista A[l...n| ja B[1...m]. Taulukon (tai sen
osan) pituus on sen alkioiden lukumé&ird. Voit kiyttdd samassa tehtdvissd méarittelemifisi
predikaatteja, jos annat niille nimet ja sopivat parametrit. Voit my6s mééaritelld muita apu-
predikaatteja ja -kisitteitd. Kaikkien predikaattien ja kéasitteiden tulee olla méaéritel-
tyja kaikilla parametrien arvoyhdistelmilla.

13. Kirjoita predikaatit, jotka mééarittelevit seuraavat asiat

(a) “A:ssa on alkio x ja kaikki A:n alkiot ovat samoja.”

b) “A:n jokainen alkio, ensimmaistd lukuunottamatta, on vahintdan luvun kaksi (2
J ) )
suurempi kuin edellinen alkio.”

(¢) “B:n sisdlté on muuten sama kuin A:n, mutta painvastaisessa jarjestyksessi.”

(d) “Taulukko B on A:n osa.”
14. Kirjoita predikaatit, jotka mééarittelevit seuraavat asiat

(a) “A:ssa ei ole alkiota x, mutta kaikki A:n alkiot ovat samoja”
(b) “A:ssa on alkio, joka on arvoltaan x:44 suurempi, mutta pienempi kuin y.

(c) “Taulukon A vélin 7. ..j alkioiden summa on sama kuin taulukon B kaikkien alkioi-
den summa.”

(d) “Taulukoissa A ja B on yhtd monta alkiota, niiden alkioiden keskiarvo on sama, ja
niiden vastaavat alkiot eroavat toisistaan korkeintaan arvon k verran.

15. Kirjoita predikaatit, jotka méarittelevit seuraavat asiat

(a) “Kaikki A:n alkiot ovat arvoltaan eri kuin z”.
(b) “Alkio x esiintyy taulukossa A useammin kuin B:ssi.”

(c) “Jokaiselle B:n alkiolle pétee, etti se joko ei esiinny taulukossa A tai se esiintyy tasan
k kertaa.”

(d) “Taulukon B alkiot on laskettu A:n alkioista kolmen perdkkéisen alkion keskiarvoina.
Jos A:ssa on alle kolme alkiota, B:n alkiot on laskettu niiden keskiarvoina.”

16. Kirjoita predikaatit, jotka méérittelevit seuraavat asiat

(a) “A:ssa on ainakin yksi alkio, joka on ainakin kerran B:ssi.”
(b) “A:ssa on ainakin yksi alkio, joka on tasan kerran B:ssi.”

(c) “A:ssa on tasan yksi alkio, joka on ainakin kerran B:ssi.”
)

(d) “A:ssa on tasan yksi alkio, joka on tasan kerran B:ssi.”
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17. Kirjoita predikaatit, jotka maarittelevit seuraavat asiat. Anna niille nimet ja parametrit.

(a) Al(A[1...nl],i,j) < “Am alkiot vélilla i . .. j ovat aidosti laskevassa jirjestyksessa”.

(b) “A:ssa on k:n mittainen aidosti laskeva osa.’

(c) “A:ssa on tasan yksi viihintdén k:n mittainen aidosti laskeva osa.’
)

(d) “A:ssa on k:n mittainen aidosti laskeva osa, mutta B:ssi ei ole.”
18. Kirjoita predikaatit, jotka maarittelevit seuraavat asiat. Anna niille nimet ja parametrit.

(a) “A:n alkiot valilla 7. .. j ovat nousevassa jarjestyksessi.”
(b) “A:mn alkiot valilld 7. .. j ovat laskevassa jarjestyksessi.”

(c) Mééarittelemme, ettéd taulukon osa on kupera jos ja vain jos siind on alkio, jota edelta-
v osa (ko. alkio mukaan lukien) on vahint&dén kahden mittainen ja nouseva, seké sité
seuraava osa (ko. alkio mukaan lukien) on vahintdén kahden mittainen ja laskeva.
Kirjoita predikaatti kupera(A[l...n],i,7), joka kertoo, onko Ali...j] kupera.

(d) “A:ssa on kupera osa, mutta B:ssé ei ole.”

(e) Anna esimerkki pienimméstd mahdolliseta kuperasta taulukosta.
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Tehtavaryhma 4

Voit kiyttdd tehtidvissd samassa tehtdvissi médriteltyja predikaatteja ja kisitteitd. Kaikkien
tehtavissa pyydettyjen predikaattien ja kisitteiden tulee olla méaariteltyja kaikilla
parametriensa arvoyhdistelmilld. Voit myts maéaritelld apupredikaatteja sekd -kisitteita.
Niiden osalta riittdd, ettd ne ovat maaritellyt kaikilla niille vélitettyjen parametrien arvoilla.

Lisaksi: Merkinta Ala...y| tarkoittaa taulukkoa, jonka indeksialue on a,a+1,...,y
jay>a-—1.

19. Oleta, ettd ~(xr = 1 Az = n + 1) ja osoita, ettd

Alx] > avain A (x =1V Alz — 1] < avain) V z=n+ 1A Alx — 1] < avain
& (r=n+1VAz] > avain) A (x =1V Alx — 1] < avain).

Vihje: korvaa jokainen vertailu nimelld, esimerkiksi A[x] > avain ~ P.

20. Ovatko seuraavat tilapredikaatit oikein?

r:=1

[o=1}

while 2 # 0 do
{z=1}z=2{z>1}

endwhile

{z=0}

{e=-5}

N O Ol W N

21. Olkoot p ja ¢ propositiosymboleita. Piirrd kuva, jossa lausekkeet ovat solmuja ja lausek-
keiden vililla on nuoli, jos edellinen implikoi seuraavan. Kéaytd mahdollisimman vahan
nuolia eli jos lauseke P implikoi lausekkeen (), joka puolestaan implikoi lausekkeen R,
niin piirrd nuolet vain P:std Q:hun ja ():sta R:&an, mutta ala piirrd nuolta P:std R:&an.

Esimerkiksi lausekkeista True, False, p ja —p muodostuu téllainen kuva:

False

p/ \_‘P
\ S

True
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22. On annettu taulukot A[1...n] ja B[1...n|. Tutki, pdteeko seuraavien lausekkeiden vélilla
=, <, < vai ei mikdén niisté, tapauksillan =0, n =1 jan > 2.

(a) Vi;1 <i<mn:Ali| <B[i]jaVil<i<n:Al] < Blil.
(b) Vi;1 <i<n:Ali] <Bli]ja3i;1<i<n:Ali< Bli.
(c) ;1 <i<n:Ali] <Bli]jadi;1 <i<n:Ali| < Bl
(d) Fi;1<i<n:A[i| <Bli]jaVi;1 <i<n:A[i] < Bl

23. On annettu taulukot A[l...n]ja B[l...m]. Kirjoita predikaatit, jotka méé&rittelevit seu-
raavat asiat. Anna niille nimet ja parametrit.

(a) ET(A[l...n],1,7):< “Taulukon A osa Ali...j| on epdtasainen jos ja vain sen pe-
rakkéiset alkiot eroavat vahintdéan arvon kaksi (2) verran toisistaan. Tyhjé tai yhden
alkion mittainen osa ei ole epitasainen.”

(b) “p on A:n pisimmén epétasaisen osan pituus”.
(c) “A:ssa on pidempi epétasainen osa kuin B:n pisin epétasainen osa on”.
(d) “A:ssa on k kappaletta pisimpia epatasaisia osia (ne ovat siis keskenéén yhtapitkia)”.

24. On annettu taulukot A[l...n]ja B[1...m]. Kirjoita predikaatit, jotka méérittelevit seu-
raavat asiat. Anna niille nimet ja parametrit.

(a) oikukas(A[l...nl,i,j) < “Taulukon A osa Afi...j] on oikukas jos ja vain sen pe-
rikkiiset alkiot ovat vuoronperidin aidosti suurempia tai aidosti pienempié. Siis
joko “aidosti suurempi, aidosti pienempi, aidosti suurempi, jne.” tai “aidosti pie-
nempi, aidosti suurempi, aidosti pienempi, jne.”. Oikukas osa on vahintdén kahden
mittainen.”

(b) “k on A:n oikukkaiden osien lukuméara”.

(c) “A:ssa on enemmén oikukkaita osia kuin B:ssd”.

(d) “A:n pisin oikukas osa on pidempi kuin pisin A:n aidosti kasvava osa’”.
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Tehtavaryhma 5

25.

26.

27.

(a) Olkoon A[l...n] taulukko. Maéarittele predikaatti “x on jaollinen kaikilla taulukon
A alkioilla”. Anna predikaatille nimi ja parametrit.

(b) Osoita poistamalla *;” kvanttoreista =Vz ; n:¢ < Jr;n: e .

(c) Osoita =Vi:3j:i+7j=1j.

(d) Osoita P —Vz: Q(z) = Jz: P — Q(x) .

(e) Anna esimerkki tilanteesta, jossa Vy : 3z : ¢ = Jx: Vy : ¢ ei pade.

(a) Olkoon A[l...n] taulukko. Mé&é&rittele predikaatti “Yksikdan taulukon A alkioista ei
ole jaollinen z:118”. Anna predikaatille nimi ja parametrit.

(b) Osoita poistamalla ;” kvanttoreista Jx; nVy:p < Bx;n:o)V (Fz;v:¢) .

(c) Piteeko (3 : Q(z)) = P=3x:Q(z) —» P ?

(d) Osoita Vz: Q(z) —» P = (Vz: Q(x)) — P

(e) Anna esimerkki tilanteesta, jossa 3z : Vy : ¢ = Vx: Jy: ¢ ei pade.

Sievennd seuraavat kaavat, kun n = 0,1,2. Esitd tulokset taulukossa, jossa sarakkeina
ovat n:n arvot, riveilla tehtdvian kohdat ja soluissa kyseisen kaavan sievennetty muoto.

(a) Vi;1<i<n:P(i)AP(n)
w)@iJgignJWDAPM)
(c) Vi:l1<i<mn:P@)VP(n)
m)@iggignfm»vpm)
(e) 3i:1<i<n:P@)AP(n)
ﬁ)@iﬂgignJW»APm)
(@) 3i:1<i<n:P{)VP®)
m)@iﬂgignjmgvpm)
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28.

29.

30.

Kirjassa Gries, Schneider: A Logical Approach to Discrete Math otettiin kdyttoon merkinta
(x2: X |R:E)

tarkoittamaan: kiiydaan 1api kaikki X-tyyppiset oliot z joille R pétee, lasketaan kullekin
E ja yhdistetdan tulokset :ll4. Alussa saa antaa useampiakin muuttujia kuin yhden,
saman tyypin saa antaa monille muuttujille (esim. “z : X, y,z : Y”), ja tyypit saa jattaa
pois, jos ne ovat asiayhteydestd selvit. R:n saa jattad pois, jos se on True.

Laske (néytéd ainakin yksi vélivaihe) mitd on
(a) (+i]0<i<4:i-8)
(b) (+2:{0,1,2} [i+(i+1))

Esita seuraavat ko. merkinnalla:

(c) Fi,j; 1 <i<j<n:Ali|>2A[].

(d) Fi;1<i<n:Ali]l=aAVj;1<j<n:i#j— A}j]# Al .

e) ﬂie[ (Ai - Ujel BJ’) :

f) Mitd ominaisuuksia on tarpeen (tai ainakin viisasta) vaatia operaattorilta “x? Riit-
taa, jos keksit yhdenkin. Vihje: kokeile sen paikalle vihennyslaskua.

(
(
(g) Miki on lausekkeen (  z | False : x ) arvo (tai on hyva valinta sen arvoksi), kun “x”

on ((+77’ 64_77’ “\/77, ((/\77 tai Céuﬂ? Enta JOS LC*” on “m”?

Olkoon A[l...n| taulukko. Taydennd seuraavat kaavat niin, ettd ne palauttavat False,
jos indeksoidaan taulukon rajojen ohi. Muussa tapauksessa niiden pitdd palauttaa sama
arvo kuin alunperinkin. Sievenné vastauksesi.

(a) 10 < Afi] <20 .
(b) Ali+ 1] +1i = A[21] .
(c) 2 < Ali] NAJAJi] + 1] > Aln— Aln — 1] ] .

Taydenné seuraava kaava niin, ettd se palauttaa True, jos indeksoidaan taulukon rajojen
ohi. Muussa tapauksessa sen pitda palauttaa sama arvo kuin alunperinkin.

(d) A[i — 1] = A[A[n —1]] .

Pitevitko seuraavat kaavat? Joko osoita joukko-opin loogisten kaavojen avulla tai anna
vastaesimerkki. Huomaa, etti koska universumia ei ole annettu, et voi kiyttaa
komplementtikaavoja.

(a) AU(A—-B)=A

(b ANB=B—(B—-A)

(¢c) ( A—B)xC=(Ax(C)—(Bx(C)
(d) (AxB)UC=(AUC) x (BUC)
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Tehtavaryhma 6

31.

32.

33.

Taulukon yhteniistd osaa, jonka kaikki alkiot ovat samoja, sanotaan laakioksi. Ma&rit-
tele seuraavat késitteet. Anna niille nimet ja sopivat parametrit. Kayta hyvéksesi téssa
tehtavissd maarittelemiisi predikaatteja. Kaikkien pyydettyjen kaavojen tulee olla méa-
riteltyja kaikkien parametriensd arvoyhdistelmilla.

(a) Méérittele predikaatti, joka kertoo, onko taulukon A[l...n] kohdasta j alkaen l:n
verran perittiisid alkioita samoja.
(b) Maarittele predikaatti, joka kertoo, onko taulukossa A[l...n| l:n pituista laakiota.

(c) Maarittele predikaatti, joka kertoo, onko p taulukon A[l...n| pisimmén laakion
pituus.

(d) Taulukon A[l...n| laakio Afi...j] on maksimaalinen, jos sitd ei voi laajentaa
pidemmaéksi laakioksi. Taulukon A[l...6] = [0,3,3,3,2,2] maksimaaliset laa-
kiot ovat A[l...1], A[2...4] ja A[5...6]. Méérittele predikaatti maksimaalinen-
laakio(A[l...n],i,1), joka tarkoittaa, ettd Afi...i+1—1] on A[l...n]:n maksimaa-
linen laakio.

(e) Maarittele funktio, joka palauttaa taulukon A[l...n] maksimaalisten laakioiden

lukumééaran.

On annettu aliohjelmat bool P( int x ) ja bool Q( int x, int y ), jotka palaut-
tavat true jos ja vain jos predikaatit P(x) ja Q(z,y) patevat. My6s on annettu funk-
tio int f( int x ), joka laskee funktion f(z). Oletetaan, ettd = € {0,...,n — 1} ja
y € {0,...,n — 1}. Saat tehd& seuraavat ohjelmat joko C++:lla tai pseudokoodilla.

(a) Tee ohjelma, joka tulostaa joukon { x | P(x) } alkiot suuruusjérjestyksessa.
(b) Tee ohjelma, joka tulostaa joukon { (z,y) | Q(x,y) } alkiot jossain jarjestyksessi.

(c) Tee ohjelma, joka tulostaa joukon { f(x) | P(z) } alkiot jossain jarjestyksessé. Ei
haittaa, vaikka sama alkio tulostettaisiin monta kertaa.

(d) Olkoon A ={ x| P(z) }jaB={ x| 3Jy:Q(z,y) }. Tee ohjelma, joka tulostaa

joukon A N B alkiot suuruusjarjestyksessa.

A ja B ovat aédrellisid joukkoja. Perustele vastauksesi.
(a) Miksi [{z1,22,...,2,}| <neiki...=n?
illa n:n arvoilla varmasti |{z1, Z2,..., 2, f| = n'
b) Milla ill i ?
c) llmaise U ukujen , Jja |AN avulla.
maise |A U B| lukujen |A|, |B| ja|ANB 1l
oon A C B. Mita patee luvuille Ja . Enta paljonko ovat Ub|, AN L,
d) Olk A C B. Mité pétee luvuille |A| ja |B|. Enta paljonk AUB|, ANB
|A—B|, |B— Al ja|Ax B?
e irjoita auki joukot {0, 1af,a a Hand
(¢) Kirjoita auki joukot {0, {a},a}” ja 2%}
(f) Mitd on A% N 247

(g) Paljonko ovat |A"| ja |2|? Vastaako (e)-kohdan vastauksesi tité tulosta?
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34. Joukoille kiytetddn usein seuraavan tapaisia merkintoja:
{z [ P(x)}, {zx € A| P(x)} ja {f(z)| P(x)}.
(a) Griesin ja Schneiderin kirjassa kiytetaan joukoille merkintdd { z: X | R: E } (katso
tehtédva 28). Esitd ym. joukot silld. X, R ja E ovat kuten tehtavéssa 28.

(b) Miten ym. joukot ja (a)-kohdan merkintdtapa voidaan esittdd tehtavin 28 merkin-
nalla?

(c) Miten joukot {z € A | P(z)}, {f(z)| P(x)} ja{ x: X | R: E } voidaan esittdi
merkinnélla {x | P(z)}?

Anna vastauksesi taulukkona, jossa riviotsikkoina ovat esitettéavat joukot, sarakotsikkoina
kohdat (a), (b) ja (c) seké soluissa ko. vastauksesi.

35. Kirjoita auki joukot:

(a) {2}
(b) o{2}
(c) {2%}
(d) {2}
(e) {(22)%}
(f) {2*}?
(8) {2}*
(h) ({2}?)
(i) 9{2%}
(j) 23
(k) (2"
(1) 22

36. Maéirittele seuraavat joukot. Esitd jaollisuus mod :in avulla.

(a) Joukon alkiot ovat alkuluvut, ts. ne ovat arvoltaan vihintdén 2 ja jaollisia vain 1:114
ja itsellaan.

(b) Joukon alkiot ovat joukosta A poimittujen kahden eri alkion summat.

(¢) Joukon A; alkiot ovat lukupareja. Parin ensimméinen luku on positiivinen ja pie-
nempi kuin parin toinen luku, joka on pariton ja pienempi kuin .

(d) Olkoon a,b,c,z € C. Joukon alkiot ovat yhtdlon ax? + bx? + ¢ = 0 kaikki juuret.

(e) Olkoon a,b,c,z € R. Joukon alkiot ovat yhtilon a;z? + apx + a3 = 0 reaalijuurten
joukot, kun kertoimet a;, as ja ag valitaan joukosta {a,b,c}. Huomaa, ettd pyy-

detyn joukon alkiot ovat joukkoja. Tdméin kohdan vastauksesi ei tarvitse olla
taysin oikein.
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37. On annettu lausekkeet:
Al1:&Vi;1 <i<n:A[i
A2:eVi;1 <i<n: Al

[1]

r, El:e3i;1<i<n:Al]
r, E2:<3i;1<i<n:Al
A8 eVi;1<i<n:Ali| <z, E3:<3i;1<i<n:A[
AfeVis1<i<n:Ali|l <z, Ejf<Ti;1<i<n:Ali]<uz.

Piirra lausekkeista True, False, A1, A2, A3, A4, F1, E2, E3 ja Ej tehtavéin 21 mukainen kuva
eli lausekkeet ovat solmuja, joiden vilissd on minimimé&ara nuolia, jotka kuvaavat lausek-

keiden viliset implikaatio-suhteet. Piirrd kuvat seuraavista tapauksista:

(a) n>2,
(b) n>1ja
(¢c) n>0.

Tee ainakin kohta (a).
38. Kirjoita tilapredikaatit, jotka maarittelevit seuraavat asiat.

(a) yksijanolla(A[l...n], B[1...m]):& “A:ssa on tasan yksi yhden suuruinen alkio ja
B:ssé ei ole tasan yhté nollan suuruista alkiota”.

(b) summalkm(A[l...n],a, B[1...m],b):< “B:ssé on alkiota b yhtd monta kappaletta
kuin A:n alkioiden a yhteenlaskettu summa on”.

(c) anagrammi(A[l...n], B[1...m]):< “B:ssi on tdsmilleen samat alkiot kuin A:ssa,
mutta eri jarjestyksessd”’. Anna esimerkki pienimméstd mahdollisesta anagrammista.

(d) samatsummat(A[l...n]):< “A:n parittomissa indekseissé olevien alkioiden summa
on sama kuin parillisissa alkioissa olevien alkioiden summa”. Téssé tehtévissa nollan
(0) alkion summaa ei ole mééritelty.

39. On annettu taulukko A[l...n]. Méirittele seuraavat kiisitteet ja anna niille lyhyt nimi ja
parametrit.

a) Funktio set, joka ottaa parametrikseen taulukon A ja tuottaa 'oukon, jonka alkiot
ovat A:n alkiot.

(b) Joukko, jossa ovat kaikki A:n kolmella (3) jaolliset alkiot.
(c¢) Funktio, joka palauttaa A:n kolmella (3) jaollisten parillisten alkioiden lukumé&éran.

(d) Joukko, jonka alkiot ovat A:n kolmella jaollisten eri alkioiden parien summat.
40. Maéirittele seuraavat predikaatit tai kisitteet ja anna niille lyhyt nimi ja parametrit.

(a) Predikaatti “Joukossa A ei ole pieninta alkiota”. Anna esimerkki téllaisesta joukosta.

(b) Predikaatti “Joukossa A ei ole pienintd alkiota, mutta on suurin alkio”. Anna esi-
merkki téllaisesta joukosta.

(c¢) Predikaatti “Joukko A on &irellinen ja sen alkioiden summa on pienempi kuin sen
alkioiden mé&ara”.

(d) Joukko, jonka alkiot ovat joukon A eri alkioista muodostettuja pareja ja A:ssa on
alkio joka on arvoltaan aidosti nédiden vilissa.



OHJ-2100 laskuharjoituksia 30. huhtikuuta 2012 22

41. Tayta { }:t ohjelman toimintaa mahdollisimman hyvin kuvaavilla
tilapredikaateilla.

@) 1 {z=0}
2 z=x+1
s 4 j
4 z:=x-y
! j

(b) A[l...n] on kiinte4.
1 {n>1}
2 1:=1;8:=0;
3 {1=i<nAS=0=X""1A[}
4 while i <ndo
: j
6 S =S+ Ali; 4
7 {1<i<ans=Y) A}
8 1:=1+1;
0 j
10 end while
n o As=xiian}
12 {85=>3, 40}

(c) On maédritelty Q(A[l...n]):=Vi,j;1 <i<j<n:A[i# A[j]. Kerro sanallisesti,
mita () tarkoittaa.

O 1 O Ot B~ W N

[ —
N = o Y

— = = =
S Ot W

x on kiinted

{n>0ANQ(A[l...n]) }

An+1] :=x; i := 1;
{1<i<n+1AQA[l..n))ANAn+1]=aAVj;1<j<i:Alj]#z}
while Ai] # x do

end while; }

{1<i<n4+1AQA[l...n)ANAn+1]=axANAli]l=xAVj;1<j<i:A}j]#z}

if 1 =n+ 1 then
{1<i=n+1ANQA[l..n+1])ANAli]l=axAVj;1<j<i:Alj]#x}
n:=n++1;

{ }

end if;

{ }

{QMAl..n))ATi;1<i<n:Ali|==z}

=14+ 1;
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42. Tayta { }:t ohjelman toimintaa mahdollisimman hyvin kuvaavilla

tilapredikaateilla.

(a) { 2=}

if £ < 0 then

{

end if

{ }

{e=1lwo|}

O N O Ot B~ W N

(b) A[l...n] on kiinte4.

{Fh1<j<n:Aljl=z}

1:=1
(1=i<nA(s1<j<i: A A0 ATji<i<n:Al]=2)
while Ai] # x do

1:=1+1

{

end while
{1<i<nAMVj;1<j<i:A[j]#z)Nx=Al]}

© 00 N O Ut =~ W N

(c) On médritelty R(A[1...n],B[1...n]):Vi;1 < i <n: Afli] = S.i_, Blk]. Kerro
sanallisesti, mita R tarkoittaa.

1 {n>1AAl...n]=A4,}

2 =2

3 {2=i<n+1ARA[l...i —1],;A[l...i = 1)) AVj;i<j<n:A[]j=A4Aj]}
4 whilei<ndo

5

6 Alil] = Ali] + Ali — 1J;

7 {2<i<nAR(A[L...d,Ao[l...1]) AVj;i<j<n:A[j]=A4j]}
8 =14+ 1;

o

10 end while;

11 {

12 { R(A[1...n],Ao[l...n]) }
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43. Luettele seuraavista vapaat ja sidotut muuttujat. P, @) ja R ovat predikaattisymboleja
eivatkd muuttujia.

2.i<j—1Aj<n

(a
(

)
by Vie A:JyeA:y<zx
(c) Fis;1<i<n:Ali|l=xAVj;1<j<n:j#i— Ali|# Alj]
(d) P(z) — (Vo : Q(z,y)) Ay - R(z,y)
n n—i+1
() 2 G+ > J)
) ({il3keli<j<k}

44. Tunnista seuraavista ohjelmista ja spesifikaatioista kiintedt muuttujat, tavalliset muut-
tujat, syotemuuttujat, tulosmuuttujat, apumuuttujat, haamumuuttujat, sidotut muuttu-
jat ja vapaat muuttujat. Annan vastauksesi taulukkona, missé riveind ovat muuttujien
luokittelut, sarakkeina osatehtdvéit ja soluissa sarakkeen mukaisen osatehtidvén rivin luo-
kittelua vastaavat muuttujat. Huomaa, ettd vapaista ja sidotuista muuttujista puhutaan
kaavakohtaisesti.

(a) {z=z0ANy=1yo}

t=x,0:=y,y =1

{z=wAy=m0}

{Vi; 1<i<n—1:A[] <Ali+1]}

a:=1Ly:=n+1

while a < y do

0= [42]
if Afv] < avain then a := v + 1 else y := v endif
endwhile

{(a=n+1V Ala] > avain) A (a =1V Ala — 1] < avain) }

{Vi; 1 <i<n:A[]=A] }

for i := 2 to n do A[i] += A[i — 1] endfor

(Vi 1<i<n: Al =55, Adlj] }

(d) A[l...n] on kiintea.

{Fi1<ji<n:Ajj==}

1:=1

while A[i] # x do
{1<i<nAWMVj;1<j<i:Alj]#x)ANTj;i<j<n:Aj]=z}
1:=1+1

end while

{1<i<nAMVj;1<j<i:A[j]#z)Nx=Al]}

(b)

W NH IO TR W W

N O Ul W N
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45. On annettu seuraavat spesifikaatiot:

1. muuttuja = on kiinted, { P } ohj { @ }

2. muuttuja x on tavallinen, { PAxz =x¢ } ohj { Q ANz =2 }
3. muuttuja x on kiinted, ( P ) ohj ( Q )
4

. muuttuja z on tavallinen, ( PAxz =z ) ohj ( Q ANx = x¢ )

(a) Mitd ndma spesifikaatiot vaativat ohjelmalta?
(b) Laita namé spesifikaatiot jarjestykseen niin, ettd heikompi on ennen vahvempaa.
Vertaa tehtéaviaan 21.

46. On annettu seuraavat spesifikaatiot:
{ True } ohj { z =01}

.{ False } ohj { =0}

. True ) ohj (x=0)

.( False ) ohj (x=10)

. { True } ohj { True }

. { True } ohj { False }

.( True ) ohj ( True )

.( True ) ohj ( False )

0 J O Ot k= W N

(a) Mitd ndma spesifikaatiot vaativat ohjelmalta?

(b) Laita naméi spesifikaatiot jarjestykseen niin, ettd heikompi on ennen vahvempaa.
Vertaa tehtéaviin 21 ja 45.

47. Harjoitellaan spesifikaation kirjoittamista.

(a) Anna spesifikaatio eli alkuehto ja loppuehto ohjelmalle, joka hakee taulukosta alkion,
jonka luvataan olevan taulukossa. Kuten seuraavasta kohdasta ilmenee, sinun tulee
paattad, kuinka “ohjelma palauttaa tulokset” eli etsittdvin alkion.

(b) Kuinka spesifikaatiosta nakyy kuinka ohjelma palauttaa tulokset?
(c) Kuinka ohjelman tulee kiyttaytyé, jos alkio ei ole taulukossa?

(d) Enté jos se on sielld monta kertaa?
48. Anna spesifikaatiot seuraaville ohjelmille

(a) Boolean-tyyppinen muuttuja saa arvon True jos ja vain jos syotetaulukoille A[l ... n]
ja B[l...m]| pétee, ettd B on A:n osa ainakin kahdesti.

(b) Ohjelma nollaa taulukon A[l...n] ne alkiot, joiden arvo ei ole vililld a . . . b.

(c) Ohjelma saa nousevaan jarjestykseen lajitellut taulukot A[l...n] ja B[l...m], ja
tuottaa nousevassa jarjestyksessi olevan taulukon, jossa ovat tdsmélleen kaikki A:n
ja B:n alkiot, siis merge-operaation.

(d) Taulukon A[l...n| osa Ala...y] on loivasti laskeva, jos sen sisilld jokainen (paitsi
ehki ensimméinen) alkio on yhté suuri tai korkeintaan kahden (2) verran suurempi
kuin edeltdva alkio. Ohjelman tulee etsid a:lle ja y:lle sellaiset arvot, etti syttetau-
lukon A[l...n] osa Ala...y] on mahdollisimman pitké loivasti laskeva.
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49.

90.

ol.

Késite suunnattu graafi maaritellidin parina (V, E), missd V on solmujen joukko, E
on kaarien joukko ja E C V x V. Kaari on siis kahden solmun muodostama pari
(alkusolmu, loppusolmu). Suunnattu graafi piirretddn piirtdmalld ympyrét solmuiksi ja
vetdmaélla nuoli kunkin kaaren alkusolmusta loppusolmuun. Solmun nimi kirjoitetaan sol-
mun viereen.

(a) Piirrd suunnattu graafi
(1,2,3,4,5},{(1,4), (1,5),(2,3),(5,5),(3,2), (5,2), (3,4), (2,3)})-

(b) Piirrd suunnattu graafi ({i mod n |i € N},{ (i mod n,j mod n) | i € N A
jeENA(tmod 3=0Aj mod 3=1Vimod 3=2Aj mod 3=0Vi mod 3 =
1Aj mod 3=1)}), kunn =5.

Selosta alla méiriteltyjen késitteiden intuitiivinen merkitys, ja anna niille uudet, kuvaa-
vammat nimet. Késitteet liittyvit suunnattuun graafiin (V, E).

(a) A CV on lupsahdus, jos ja vain jos

Vue A:YveA:u—"vAv—=%u ja
Vue A:YoeV —A:=(u—"v)V-a(v—-"u)

(b) Lupsahdus A on 6hrééttinen, jos ja vain jos
Vue A:VveV:(uv)e E—veA
(c) Lupsahdus A on pinked, jos ja vain jos
JueA:FveA: (u,v) el

(d) Piirra esimerkki 1. pinkeéistd 6hroottisestd 2. pinkedsta epadhrodttisesta 3. epapin-
kedstd ohroottisestd 4. epédpinkedstd epadohroottisestd lupsahduksesta, jos sellainen
on olemassa.

Olkoon G = (V, E) suunnattu graafi. Seuraava operaatio tuottaa muuten samanlaisen
graafin, mutta jossa on jokin uusi solmu ja tédstd uudesta solmusta on kaari kaikkiin

muihin solmuihin: lis@d(G) := (V', E'), missa V' = VU{v},v ¢ Vja E' = EU({v} x V).

Madirittele seuraavat operaatiot tai kisitteet. Anna niille lyhyt nimi ja parametrit.

(a) Operaatio, joka lisdd suunnattuun graafiin solmun v ja kaaret siten, ettd v:std seké
kaikista niistd solmuista, joista ei lahtenyt kaaria, ldhtee nyt kaari solmuun v.

(b) Operaatio, joka ottaa parametreikseen suunnatun graafin ja joukon W solmuja (jot-
ka eivit valttamatta ole ko. graafin solmuja) ja poistaa graafista kaaria siten, etta
W:hen kuuluvista solmuista ldhtee kaaria vain W:hen kuuluviin solmuihin ja niista
solmuista, jotka eivit kuulu W :hen, ldhtee kaaria vain niihin solmuihin, jotka eivét
kuulu W:hen. Muuten alkuperiiset kaaret séilyvit.

c) Predikaatti, joka kertoo, onko annettu suunnattu graafi melkein kaksiosainen siten,

Predikaatti, joka kert k tt ttu graafi melkein kaksiosai it
ettd sen solmut jakautuvat kahteen erilliseen joukkoon, niin ettd muita kaaria kuin
paikallissilmukoita ei ole saman joukon solmujen valilla.
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02.

93.

o4.

Piirrd lausekepuut. Tulkitse kvanttorit operaattoreiksi, pelkkid kaksoispistenotaatio ot-
taa kaksi parametria ja puolipistenotaatio kolme parametria. “r” on funktio, joka ottaa
parametrikseen merkkijonon ja palauttaa merkkijonon.

-1

(a) -1 -z -2z

(b) r(aB) = r(B)r(a).
(c) fori:=k—1ton+k—1doif Afi] # 0 then A[{] := A[i — 1] + 1 else A[i] :=
endif endfor

(d) Fi:1<ini<nAAli]l=aAVj;1<jANj<nAj#i:Alj]# Al

Olkoon ¥ joukko merkkejd, a € ¥ ja o, 3,y € ¥*. Liséiksi on annettu kaavat: € on tyhjd
merkkijono, jolle patee (1) e = a ja (2) ae = a. Merkkijonoille pétee liitdnndisyys eli
(3) (afB)y = aBy). Maaritellaan funktio reverse r : ¥* — ¥* seuraavasti: (4) r(e) = ¢ ja
(5) r(aa) = ar(a).

Nyt voidaan osoittaa (6) r(a) = a seuraavasti: r(a) = r(ea) Za r(e) Lac2a

Osoita kiyttden kaavoja (1)-(6) ja induktio-oletusta (io), etté (7) r(af) = r(B)r(«). Mer-
kitse kiyttamasi kaava tai induktio-oletus =-merkin ylapuolelle yo. esimerkin mukaisesti.
IP: r(ae) = < r(s)r(a)

10: 7(af) = r(B)r(a), missé |3] > 0.

1A: r(a(fa)) = ..

Oletetaan tehtdvin 53 késitteet ja kaavat annetuiksi. (Voit siis tehdd tdmén tehtavén,

vaikka et olisikaan ratkaissut tehtévid 53.) Annetaan vield kaavat (8) o’ = ¢, (9) of =

o laja (10) o = aa® !, kun k > 0.
Osoita kiyttden kaavoja (1)-(10) ja tdmé&n tehtdvin induktio-oletusta, ettd
(11) r(a™) = r(a)™, kun n > 0.

IP:
10:
TIA:

?
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55. Oletetaan tehtédvien 53 ja 54 kiisitteet ja kaavat annetuiksi. (Voit siis tehdi tdmén tehté-
vin, vaikka et olisikaan ratkaissut ao. tehtévia.)

Maééritellaan ddrellisen merkkijonon ay - - - a,, pituus | a; - - - a, | seuraavasti:

(12) |e|=0ja (13) |ay---an|=|a1 - apn_q1 |+ 1, kun n > 1.

Osoita kiyttden kaavoja (1)-(13), induktiota seké tuttuja kokonaislukujen ja yhteenlaskun
ominaisuuksia, ettd jos o, f € ¥*, niin (14) |af | =|a|+|F].

56. Anna spesifikaatiot seuraaville tehtéville.

(a) Etsi suurimman alkion paikka taulukossa A[l...n].
(

)
b) Aseta x:lle taulukon A[l...n] suurin arvo.
(c) Etsi ensimmaéinen paikka, jossa on taulukon A[l...n| suurin alkio.

(d) Viimeisen kohdan, jossa taulukossa A[l...n] on suurin arvo, arvoksi asetetaan z.

57. Olet madritteleméssd komentorivieditoria ja tehtédvasi on tehdé spesifikaatiot seuraaville
funktioille (ohjelman pétkille). Huomaa, ettd tyhja merkkijono on laillinen syote. Tee
tarvittaessa apupredikaatteja ja/tai -funktiota.

(a) Ohjelma saa parametrinaan dérellisen merkkijonon ja palauttaa muuten samanlaisen
merkkijonon, mutta alusta ja lopusta on poistettu kaikki vélilyonnit (voit merkita
valilyontia b:114) ja keskelld olevia siten, ettd periakkiisistd vélilyonneista tasan yksi
jatetaan.

(b) Ohjelma saa parametrikseen (a)-kohdan tuottaman merkkijonon ja tuottaa kaksi
taulukkoa A ja P. Tehtavanid on “pilkkoa” sytte mahdollisimman pitkiin merkki-
jonoihin siten, etta niissi ei ole vililyonteja. Kun 7 ei indeksoi ohi, niin A[i]:ssd on
tieto, mistd kohdin parametria alkaa i:s téllainen merkkijono ja P[i]:ssi ko. merkki-
jonon pituus.

58. Piirra lausekkeen —1 + 2 — 3 4 4 lausekepuu ja laske sen arvo, kun + on infix-operaattori
ja — seka prefix- ettd infix-operaattori, mutta infix-operaattoreille pétee

(a) + ja — sitovat yhtd voimakkaasti

(b) + sitoo voimakkaammin kuin —
) — sitoo voimakkaammin kuin +
)

(c
(d) Tee kohdat (a)—(c) myds lausekkeeelle —1 + (2 — 3) + 4.
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59. On annettu oheinen DFA D.

(a) Luettele Din @, X, §, ¢ ja F. § lienee kitevinta ilmaista taulukkona, jonka riveja
indeksoivat tilat ja sarakkeita aakkoset.

(b) Kuuluuko ¢ € £(D)?

(c) Entd abc € L(D)?

(d) Mik4 on lyhin D:n hyviksymé& merkkijono, jossa on merkki ¢?
(e) Voiko D hyviksyd merkkijonon, jossa on kaksi a:ta perakkiin?
(f)

Muista perustella vastauksesi.

f) Voiko D hyvéksya merkkijonon, jossa on kaksi b:ta perdakkiin?

60. Mitkd seuraavista kohdista eivat ole saannollisia lausekkeita? Esitd ne sidannollising
lausekkeina ja piirrd DFA:t, jotka hyviksyvit kyseiset kielet.

(a) abbac*
(b) (alb)*b*(blc)
(c) (a*|c*)*bcia*
(d)

)

)

/\/-\

d) atv*|ct
e) a™(alblc)"d

f) (a™)*

(
(
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61. Paljonko on seuraavien sddnnollisten lausekkeiden tai niitd vastaavien siddnnollisten
lausekkeiden pituudet. Anna lisdksi merkkijonon r pituudelle alaraja ja ylaraja, kun se
kuuluu ko. kohtien méarittelemiin kieliin.

62. Piirrda DFA:t, jotka hyviksyvit seuraavat kielet seké kirjoita kohtia (a), (b) ja (¢) vastaavat
sdannolliset lausekkeet. Tarpeettomia etunollia ei hyviksyta.

(
(

a) parittomat luonnolliset luvut 2-jarjestelméssa,

)

b) 4:114 jaolliset luonnolliset luvut 2-jarjestelméssa,

(c) parilliset luonnolliset luvut 10-jérjestelméssé ja
)

(d) kolmella jaolliset luonnolliset luvut 10-jarjestelméssa.

63. Muodosta seuraaville DFA:ille vastaavan kielen maarittelevat saannolliset lausekkeet vai-
heittain niinkuin prujussa luvussa ”5.4 Epadeterministiset dérelliset automaatit” neuvo-
taan. Valmistaudu ndyttdméadn taululla ndma vaiheet.

D1 a DQ a D3 a b

A, 00 L, p*~o0 Y, ,,P
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64. Muodosta seuraaville DFA:ille vastaavan kielen maarittelevat saannolliset lausekkeet vai-

65.

66.

heittain niinkuin prujussa luvussa 5.4 Epéddeterministiset darelliset automaatit” neuvo-
taan. Valmistaudu ndyttdméadn taululla ndma vaiheet. Vertaa tehtdviadn 63.

D4 a D5 a Dﬁ a a

Madrittele operaatio nlc, joka poistaa DFA:sta mahdollisimman monta tilaa siten, etta
hyvaksytty kieli ei muutu. Voit olettaa, ettd DFA:ssa ei ole saavuttamattomia tiloja. Mita

operaatiosi tekee, jos lopputilojen joukko on tyhja? Muista tarkistaa, ettd lopputulos on
DFA.

Piirrd DFA:t, jotka hyviaksyvat seuraavat kielet

(a) (0]1)*101100. Kerro sanallisesti kielen intuitiivinen merkitys.

(b) Jossain kohdin sydtettd on merkkijono “101100”.

(c) Sybtteessi ei ole merkkijonoa “101100”.
)

(d) Merkkijono “101100” esiintyy syotteessa tasan kerran.
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67. Piirrd pienin DFA, joka hyviksyy saman kielen kuin tehtavin 59 DFA. Tee minimointi
algoritmilla.

68. Piirrd DFA:t D; ja D, siten, ettd kummassakin on ainakin yksi saavuttamaton tila,
[D1]]:ss4 on ainakin yksi saavuttamaton tila, ja [[Ds]]:ssa ei ole saavuttamattomia tiloja.

69. Olkoon ¥ = {1,2,...,n}.

(
70. (a

(b)

Piirrd mahdollisimman pieni DFA Dj, jolle £L(D,,) = {12---n} (nyt 123 ei tarkoita
satakaksikymmentékolme, vaan jonoa (1,2, 3)).

Piirrd compl(Ds).

Osoita, ettei compl(Ds):ia voi pienentéa.

Vertaa D,,;:n ja compl(D,,):n solmujen méérid. Vertaa myos kaarten méaria.

Laske prujun luvussa ”5.3. DFA:n operaatioita” loppuosassa olevan péaansirky-

esimerkin ensimmaéisen ja neljinnen automaatin tulo (= ne, joiden aakkostoon
“Isarky” kuuluu), ja poista siitd turhat tilat ja tilasiirtymaét.

Lisda tuloon loput kaksi automaattia miten helpoiten onnistut, ja poista lopputu-
loksesta turhat tilat ja tilasiirtymé&t. Onko tulos sama kuin prujussa?

71. Luonnollinen luku 10-jarjestelméssa on neljalla jaollinen, jos ja vain jos

se on 0, 4 tai §,
jos viimeinen numero on 0, 4 tai 8, ja edellinen on parillinen, tai

viimeinen numero on 2 tai 6, ja edellinen on pariton.

Tee sddnnollinen lauseke, joka hyviksyy neljilld jaolliset luonnolliset luvut

Muodosta NFA | joka hyviiksyy tdsmélleen (a)-kohdan kielen Tama NFA on helppo
muodostaa esimerkiksi niin, ettd alkutilasta haaraudutaan siten, ettd hyviksytdan
erikseen yhden merkin mittaiset hyviksyttavit syotteet ja :1la haaraudutaan tutki-
maan pidemmét syotteet.

Determisoi (b)-kohdan NFA kdyttden prujun determisointialgoritmia

Minimoi (c)-kohdan algoritmi kiyttden prujun minimointialgoritmia

72. Olkoot N; = (Q;, Xi, Ay, Gi, F;), missd i=1,2, NFA:ita siten, ettd Q; N Qs = .

(a)

(b)
()

Kerro sanallisesti ja esimerkilld, mité tarkoittaa L(N) = { af8 ‘ a € LIN) AP €
L(N>) }

Tee operaatio, joka tuottaa NFA:n N, joka tayttaa (a)-kohdan vaatimukset
Todista, ettd (b)-kohdan tuloksesi on todella NFA.
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73.

74.

75.

76.

77.

78.

(a) Tee NFA, joka hyvéksyy kielen (12)*((2|11)(21)*(1]22)(12)*)*.

(b) Determisoi tekemési NFA kiyttden prujun algoritmia.

(¢) Minimoi néin saamasi DFA kdyttden prujun algoritmia.
Olkoot N; ja Ny NFA:ita, joilla ei ole yhteisia tiloja. Suunnittele yksinkertainen ja tehokas
algoritmi, joka tuottaa NFA:n, jonka hyviksymaé kieli on

(a) L(N1)"UL(N2)" ja

(b) (L£(N1)U L(N2))".

Kéayta hyviksesi temppua, joka ei toimi DFA:1le. Riitta4, ettd hahmotat algoritmiesi toi-
minnan piirroksilla.

Piirrd #dérellinen automaatti (saa olla epddeterministinen), jonka hyviksymaé kieli on ku-
van ddrellisen automaatin hyviksyméit merkkijonot takaperin. Vinkki: automaatin tulee
siis toimia “takaperin”.

(a) Muunna tehtdvan 59 DFA samalla tavalla kuin muunsit tehtavin 75 DFA:m hyvak-
syméan kielen, joka on alkuperiisen kielen suhteen kiddnteinen.

(b) Jos saamasi automaatti on epiddeterministinen, niin determisoi se kdyttden prujun
algoritmia.

(c) Minimoi saamasi deterministinen automaatti kiiyttden prujun algoritmia.

Madérittele operaatio wusi(N, id), joka nimedd uudelleen NFA:n N tilat ja tilasiirtymét,
niin, ettd tilasta ¢ tulee pari (g, d) ja L(uusi(N,id)) = L(N). Tarkista, ettd operaation
tulos on NFA.

Olkoon X aakkosto. Tee BNF*t-maéaritelmé kielelle, joka koostuu vihintdin yhdestd virk-
keestd. Virke koostuu viahintdan yhdestd lauseesta, joiden vilissd on pilkku “” ja paattyy
pisteeseen “.”. Lause koostuu viahintdan yhdesta sanasta, joiden vilissd on vahintdian yksi
vélilyonti. Sana voi olla luku tai merkkijono. Luku koostuu vihint&dén yhdestd numerosta
0,1, 2, 3,4,5,6, 7, 8, 9. Merkkijonon alussa ja lopussa on pystylainausmerkki “"”, ja
vélissd nolla tai useampi dekoodattu merkki. Dekoodattu merkki on joko \\ (dekoodattu
pakomerkki), \" (dekoodattu pystylainausmerkki) tai tavallinen merkki. Tavallinen merk-
ki kuuluu joukkoon ¥ — { ", \ }. Jokaisen, paitsi viimeisen, virkkeen lopettavan pisteen

ja jokaisen lauseen lopettavan pilkun jidlkeen on oltava viahintdan yksi véililyonti.



OHJ-2100 laskuharjoituksia 30. huhtikuuta 2012 34

Tehtavaryhma 14
79. Anna BNF*T-mééritelmét seuraaville kielille, kun 3 = {a, b, c}.

(a) Tee BNF™T-méiritelmi kielelle “palindromit, joiden pituus on pariton”. Palindromi
tarkoittaa merkkijonoa, joka on sama luettuna etuperin ja takaperin.

(b) Tee BNF*T-méaaritelma kielelle “palindromit”.
(¢) { a | joka toinen c:n merkki on a },

(d) Taulukon alkioon viittaaminen kurssin pseudokoodissa, esimerkiksi A[l,2z]. Oleta
valisymbolien Taulukko (taulukon nimi) ja Lauseke olevan annetut.

(e) Kvanttorin kiytto predikaattilogiikassa, esimerkiksi Vi; 1 < i < n: Afi] =0, 3i,7;1 #
jri-j=i+jtaiJi:1<i<n— Af] =0. Oleta vilisymbolien Muuttuja ja FEhto
olevan annetut.

80. Anna BNFT*-méiritelmét seuraaville kielille, kun ¥ = {a, b, c}.

(a) { @ | a on sulkulauseke, missi a on sulut auki, b on sulut kiinni, ¢ ei esiinny ja
jossa alku- ja loppusulut tdsméaavét }. E81merk1k31 suluilla 1lmalstu1na “07,“00” ja

“COOO)0)O)” kuuluvat tahin kieleen.

(b) { « | jokainen a:n alkuosa sisiltdd ainakin yhtd paljon a-kirjaimia kuin b-kirjaimia
} (merkkijonon ajas---a, alkuosa on miki tahansa merkkijonon alusta erotettu
osajono eli ajas - - - ay, missd k < n).

(c¢) { | assa on tasan kaksi kertaa niin monta a-kirjainta kuin siind on b-kirjaimia }.
81. Anna BNF'™"-mééritelmét kielille { ajar---a, € {a,b}* | p(aras---a,) }, missd
p(aas - -+ ay,) on
(a) n>2ANas =a,
(b) F31<i<n:a,=bA(Vj;1<j<i:a;=a)AVj;1<j<i:a;=an1_j
() Vi;1 <i<n:ag # a;.

82. Laadi BNF™T-mairitelmé sddnnollisten lausekkeiden mairittelykielelle (siis sille, jonka
avulla médritellaan saannollisid lausekkeita).

83. Tee yhteysriippumaton kielioppi, joka hyviksyy seuraavat kielet:

(a) (ab)|(bec)®

(b) (ab|bc)*

(¢) ((abe)™|bc)®

(d) (abct|be)*

(e) A= clab[B]b
B = aC*

C = Aa
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84. Tee BNF*T-mairitelmé FA (Finite Automaton, darellinen automaatti) kielelle, jolla voi-
daan kirjoittaa lausekkeita, joilla kisitellidn DFA:ita ja NFA:ita kiyttden tilld kurssilla
médriteltyja tuttuja operaatioita.

Kielioppia noudattamalla pitdd voida varmistaa, ettd operaatioita, jotka on mééaritelty
vain DFA:ille kiytetddn vain DFA-parametreilla. Sdant6ja muodostaessasi huomioi, etté
jokainen DFA on myts NFA. Maéritellyt operaattorit ovat

e - X -, joka tuottaa DFA:n vain, jos molemmat parametrit ovat DFA:ita, muuten
NFA:n;

e cIn(-) ja nlc(-) on médritelty molemmille tyypeille ja tulos on samaa tyyppid kuin
parametrikin;

e full(-), compl(-) ja min(-) on mééritelty vain DFA:ille ja tuottavat DFA:n;
e det(-) on madritelty molemmille tyypeille, mutta tulos on aina DFA;
e sulkuja “(” ja “)” voi kiiyttdd normaalisti ja
e loppusymboli D edustaa nimettyja DFA:ita ja N nimettyja NFA:ita;
Kieliopin pitdé siis hyviksya esimerkiksi
“(compl(D; x det(N7))) x compl(min(det(nlc(cln(D1)))))”,
mutta ei

“fU“(Nl X Dl)”, kun D1 on DFA ja N1 on NFA.
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85. Laadi BNF*T-méiiritelmé seuraavalle kielelle. jolla voidaan kuvata oliota, jotka voivat olla
joukkoja tai monikkoja seuraavasti: Joukko voi olla tyhja joukko (), sitd voidaan merkita
joukkosymbolilla A, ...,Z tai se voi olla aaltosulkujen "{” ja ”}” vilissd oleva luettelo
olioita. Luettelossa on vahintdan yksi pilkuilla ”)” eroteltu olio. Monikko on kaarisulkujen

"(” ja”)” vilissd oleva joko tyhja merkkijono tai luettelo olioita.
Esimerkiksi {0, {0}}, (A4, A4,{A, B,(C)}) ja ((), () kuuluvat kieleen.

86. Suunnittele yhteysriippumaton kielioppi sddnndllisille lausekkeille siten, ettéd laskujarjes-
tys menee niin kuin prujussa on maaritelty.

87. Suunnittele seuraavat yhteysriippumattomat kieliopit siten, etta laskujarjestys menee tal-
1& kurssilla olevan kdytannon mukaisesti.

(a) Kielioppi aritmeettisille lausekkeille, joissa saa olla lukuja, etumerkkejd + ja —, ope-
raattoreita +, —, - ja / sekd sulkumerkkeja. Luvut koostuvat vdhintdan yhdesta
numerosta 0, ...,9.

(b) Laajenna (a)-kohdan kieli kattamaan loogiset lausekkeet, joissa saa olla predikaatteja
<, <, =, #, > ja >, seki loogisia operaattoreita <, —, A, V ja —.

(c) Laajenna (b)-kohdan kieli kattamaan my6s kvanttorit ¥V ja 3 sekd muuttujat a, . .., z.
Kvanttorinotaatioista on hyviksyttavé puolipiste ja kaksoispiste -notaatio seki pelk-
ki kaksoispiste -notaatio, mutta ei kuuluu joukkoon -notaatiota eli muotoa Vz € A :
... olevia merkint6ja. Kvanttori voi kvantifioida yhden tai useamman muuttujan.

Huomaa, etti (c)-kohdassa joudut taydentdméaén edellisten kohtien kielioppeja.

88. Olkoon A :=¢|B, B:u=("["|"")A(")| "), C:=¢|DC|CE,D :=""C"]" ja
E == C7)

(a) Anna esimerkki merkkijonosta, joka kuuluu kieleen A muttei kieleen C'.

(b) Anna esimerkki merkkijonosta, joka kuuluu kieleen C' muttei kieleen A.

)

)

(c

(d) Piirrd merkkijonon [()()] jasennyspuu kieliopin C' mukaan.

Anna esimerkki merkkijonosta, joka kuuluu kieleen C* muttei kieleen A eiké C.
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89. Olkoon A :=¢|AB, B :="("A”)"|“a” |“D’. Mitka seuraavista lausekkeista ovat timén
kieliopin mukaisia? Perustele. Piirr lisdksi ainakin (d)-kohdasta jasennyspuu.

90. Olkoon A== B|A”"B, B:=C|BC, C:u=A""]7a"|"0"|".
(a) Kuuluuko ab*c téhén kieleen? Perustele piirtdmalla vastaava jisennyspuu tai osoit-
tamalla, ettei sellaista ole.
(b) Piirra lausekkeen ab|c* jasennyspuut. Vinkki: niitd on enintdén nelja.

(c) Piirra jokaista jdsennyspuutasi vastaava lausekepuu.



